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ПРЕДИСЛОВИЕ

В книге рассматриваются вопросы, связанные с обобщением теории
аналитических функций комплексного переменного, изучаются р-ана-
литические и (р, ^-аналитические функции комплексного переменного,
введенные ранее автором в работах [1-—8]. Из всех функций
комплексного переменного, действительные и мнимые части которых являются

решениями эллиптических систем дифференциальных уравнений в

частных производных, р-аналитические и (р, ^-аналитические функции
по своим качественным свойствам и по возможности построения для них

стройного математического аппарата являются наиболее близкими

аналогами аналитических функций.
Основное содержание монографии — дальнейшее развитие общей

теории р-аналитических и (р, ^-аналитических функций, а также

исследований по построению интегральных представлений р-аналитических

функций от г = х + iy с характеристикой р = xk (k= const > 0) и

логарифмически гармонической характеристикой, начало которым было

положено в работах [9—17]. Особое внимание автор уделяет вопросам

приложения развиваемой им общей теории в механике сплошных сред.
В частности, им разрабатываются новые методы решения задач осесим-

метричной теории упругости [9, 10, 18J, теории установившейся

фильтрации [5, 19], безмоментной теории оболочек и теории кручения тел

вращения [20].

Книга является вторым изданием монографии автора «Обобщение

теории аналитических функций комплексного переменного, р-аналити-

ческие и (р, ^-аналитические функции и некоторые их применения»

(1965 г.). Это издание дополнено новыми результатами автора и его

учеников, полученными ими в последние годы и опубликованными в

журналах за 1965—1968 гг. Часть результатов исследований автора

публикуется впервые. Первая глава дополнена, например, результатами по

аффинным преобразованиям эквивалентных классов р-аналитических

и (р, ^-аналитических функций (§ 11). Новыми во второй главе

являются § 6—10, содержащие результаты по интегральным представлениям

р-аналитических функций. Дополнения в третьей главе (§ 5, 6)
относятся к вопросам применения р-аналитических функций при решении кон-



кретных осесимметричных задач теории упругости. Естественно, что при
таком небольшом объеме книги изложить в равной мере полно весь

материал невозможно, поэтому по отдельным вопросам, которые могут быть

связанц с рассматриваемой проблемой, автору пришлось ограничиться
только замечаниями принципиального характера и ссылками на

соответствующие работы советских и зарубежных математиков.

Глубокие математические идеи Г. Н. Положего развиваются в

работах его многочисленных учеников и последователей. Поэтому
настоящая монография будет воспринята с большим интересом широкими
кругами математической общественности.

Член-корреспондент АН УССР

И. И. ляшко



ВВЕДЕНИЕ

Теория р-аналитических и (р, ^-аналитических функций
комплексного переменного излагается в монографии как вполне

естественное и рациональное обобщение теории аналитических функций
комплексного переменного. Такое обобщение в том виде, в каком

оно изложено в этой работе, появилось не сразу. В связи с этим

необходимо сделать некоторые замечания, относящиеся к истории
рассматриваемого вопроса.

Возможность связать теорию аналитических функций с

эллиптической системой уравнений в частных производных

*А + Ьгиу + a2vx + b2v = Аги + A2v,
(!)

сгих + dxuy + c2vx + d2vy = Btu + Д

где au bh ch db Ab Bt (i = 1, 2) — заданные функции от x и у,
была замечена Пикаром в 1891 г. [21]. Он обратил внимание на

вопрос о построении теории функций, удовлетворяющих системе

уравнений (1), по аналогии с теорией аналитических функций
комплексного переменного. Однако идея Пикара долгое время не привлекала
внимания исследователей, и теория элиптических уравнений
развивалась по аналогии с теорией потенциала. Исключение в этом

отношении представляет работа Бельтрами, посвященная

исследованию функции тока Стокса [22].

Интерес к идее Пикара возник только в последние десятилетия

XX в. Л. Берс и А. Гельбарт [23—25] исследовали функции / (г) =
= и + iv комплексного переменного z = х + iy, удовлетворяющие
эллиптической системе уравнений

o1(x)ux = T1(y)vy, j
*%(x)uy = —T%(y)vxt J

где аь a2, ть т2
— заданные положительные функции своих

аргументов. Полагая

з=[:;:;} £=
1

ai

1
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они называют функцию / (г) = и + iv 2-моногенной, если и и v

удовлетворяют системе уравнений (2), и вводят понятие 2-интеграла

й = j o2udx — x2vdy + i\-%-dx + ^-dy (3)

и 2-производной

/ (г) = ахия + i^r = T1vy-i-^-. (4)

Простые вычисления показывают, что Й и /(г) являются 2'-моно-
генными функциями. В силу того что 2" = 2, получается простой
метод нахождения новых решений системы уравнений (2) при помощи

2-интегрирования и 2-дифференцирования, исходя из ее тех или иных

известных решений. Для случая at = а2 = 1, т4 = т2 =
— этот

метод был указан и широко использован Бельтрами [22]. Случай
Oi = о2 = 1, Ti = т2 = ут" (п = const) изучен А. Вайнштейном
[26, 27 J.

В результате (2, 2')-интегрирования п раз (от фиксированной
точки z0

= х0 + iy0 до переменной точки z = х + iy) комплексной

постоянной а —г получается 2-моногенная функция Z{n) (а, г0, г),

называемая формальной n-й степенью комплексного переменного
г = х + iy. Вещественная и мнимая части формальной степени

Z(n) (а, г0, г) являются решениями системы уравнений (2). Л. Берс
[28] доказал (при вполне определенных довольно общих
предположениях о аь а2, ть т2) полноту системы формальных степеней в

классе 2-моногенных функций. Это значит, что всякую функцию,
2-моногенную в области, содержащей данную точку г0, можно
представить в виде ряда по формальным степеням, равномерно
сходящегося в некоторой окрестности точки г0.

Понятие 2-интегрирования было расширено А. И. Маркуше-
вичем (статья И. Г. Петровского [29]), М. А. Лукомской [30, 31],
Л. Берсом и А. Гельбартом [32], С. Агмоном и Л. Берсом [33].

Обозначим через Е0 эллиптическую систему уравнений вида

аих + Ьиу — vg = 0, dux + сиу + vx = 0, (5)

где а, Ь, с, d — заданные функции от хм у. А. И. Маркушевич [29]
показал, что при самых общих условиях Е0 можно записать в виде

где Хц(19 /=1,2) — линейные комбинации производных от и и v

с коэффициентами, зависящими от х и у. Кроме того, если u0t v0
является решением Е0, то и{ и viy

ui = J Kidx + КгйУ* vi = I Kidx + КъйУ*
как функции верхнего предела интегрирования х, у удовлетворяют
системе уравнений вида (5) с некоторыми коэффициентами аи Ьи си

di. Обозначим эту систему через Еи а зависимость между Е0 и Et —
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через Е0 -v £1# А. И. Маркушевичем показано, что если для заданной
системы Е0 найдутся Ev (v = 1, 2, ..., п — 1) такие, что Еи -> Е{ -*

■-*...-* £„_1 -> £0, то результаты теории 2-моногенных функций
распространяются на систему Е0.

В целом 2-интегрирование и построение 2-моногенных функций
дало возможность продвинуться довольно далеко в направлении

построения аналогий с аналитическими функциями, или,.точнее,
с разложением их в степенные ряды.

Отличное от теории 2-моногенных функций направление в

развитии обобщений теории аналитических функций комплексного

переменного было выдвинуто в работах автора (1—3]. В этих работах
изучены функции /(г) = и + iv комплексного переменного г = х +
+ лу; определенные системой уравнений

где р
— заданная положительная функция от х и у, подчиненная

только довольно слабым условиям дифференцируемости. Такие
функции названы р-аналитическими функциями комплексного

переменного, р
— характеристикой. Для р-аналитических функций введе1-

но понятие интеграла по сопряженным переменным (или, что то же

самое, по сопряженной переменной)

f udZ + ivdZ, (7)

где Z == X + iY, Z = X + iY — сопряженные переменные,
которые определяются условием, заключающимся в том, что

. Z* = X .+ «Y, - /Z* » Y - IX (8)

являются дважды непрерывно дифференцируемыми р-аналитически-
ми функциями. Установлены аналоги теоремы Коши и формулы
Коши \ построена классификация особых точек и нулей, доказана

теорема Лиувилля, построена теория вычетов, установлены
изолированность корней уравнений / (г) = А = const, теорема о

сохранении области, а также получены другие результаты. Построение
классификации особых точек и доказательство топологической
эквивалентности ^-аналитических и аналитических функций оказались

возможными только благодаря тому, что нами [2, 3] в целях

обобщения теории аналитических функций впервые были использованы

(с некоторыми дополнениями и обобщениями) результаты Т. Карле-
мана [38, 39] о единственности решения задачи Коши для системы

1 Впервые формула Коши для функций, определенных системой уравнений (6),
была установлена нами в 1946 г. [1]. В 1947 г. независимо от нашей работы [2]
С. Бергман [34] указал на возможность обобщения формулы Коши. Более ранни?
исследования, в которых бы рассматривался вопрос об обобщении формулы Кошй,
нам неизвестны, хотя одна из работ С. Бергмана [35] упоминается в связи с этим

вопросом Л. Берсом [36]. \ •
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ч

дифференциальных уравнений

где ф = U + iV — искомая функция, а = а + ф, Ъ = у ■+ id —

заданные непрерывные функции от х и у. В частности, в работах
12, 3J была построена классификация нулей и особых точек функций
ф = U + iV комплексного переменного г = х + iy, определенных
системой уравнений (9) в предположении, что коэффициенты а и b
в отдельных точках могут быть разрывными, но остаются

ограниченными при подходе к этим точкам 2. Показано, что такие

замечательные свойства аналитических функций, как изолированность
Л-точек и теорема о сохранении области, присущие р-аналитиче-
ским функциям, не распространяются на функции, определенные
системой уравнений (9). Этот интересный сам по себе факт послужил
одним из доводов в пользу той точки зрения в обобщении теории
аналитических функций комплексного переменного, которая
принята в наших работах [1—8J и в настоящей монографии.

Система уравнений ^-аналитических функций (6), зависящая

от одного параметра р, является более общей, чем система (2), и

менее общей, чем система уравнений (5). Несложные рассуждения
показывают, что многие из приведенных выше свойств ^-аналитических

функций распространяются на решения более общих эллиптических

систем уравнений по сравнению с системой уравнений (6). Так,
теорема о сохранении области распространена [5] на решения системы

уравнений (5). При помощи простых технических изменений

выкладок, приведенных в работе [2], формула Коши обобщена на решения
системы уравнений (5) Б. В. Шабатом [42]. Распространение
формулы Коши на эллиптические системы уравнений более общего вида

по сравнению с системой уравнений (5) рассмотрено Я. Б. Лопатин-
ским[431.

Существенный шаг в развитии обобщения теории аналитических

функций был сделан в монографии Л. Берса «Псевдоаналитические
функции» [37]. Наряду с обзором результатов исследований других
ученых Берс проводит вполне определенную оригинальную точку
зрения в построении обобщения теории аналитических функций,
в связи с которой в работе [36] им отмечается: «Работы Положия

[69, 70, 71, 72] оказали влияние на первоначальную точку зрения
автора относительно общей теории псевдоаналитических функций
[11, 12] и привели к необходимости существенно использовать

теорему Карлемана о единственности продолжение [28]» 3.

2 Отметим, что эти же результаты остаются справедливыми при несколько

меньших ограничениях, накладываемых на коэффициенты а и bt как это было
показано позднее И. Н. Векуа [40, 41], назвавшим функции, определенные системой

уравнений (9), обобщенными аналитическими функциями, и Л. Б. Берсом [36,
37], назвавшим эти функции псевдоаналитическими.

3 Здесь под [11, 12], [69, 70, 71, 72], [28] подразумеваются соответственно

работы [44, 37], [2, 45, 3, 5], [38].
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За первоначало при построении псевдоаналитических функций
в монографии Берса принимаются так называемые обобщенные, или

порождающие, пары F (z), G (г), которые представляют собой в

рассматриваемой области D в плоскости z = х + iy комплексн^знач-
ные функции, имеющие непрерывные по Гельдеру частные

производные по х и у и удовлетворяющие условию

lm[F(z)G(z)]>0. (10)

Функция ф = U + iV называется (F, С)-псевдоаналитической
функцией в области D, если в каждой точке г0

= х0 + iy0 этой
области существует предел, называемый (F, б)-производной,

Ф(z0) -= lim Ф(г)~ ф(*0' Уо)F(г)~~*(*0' Уо)G(г)
, (И)

где ф (х0, Уо) и Ч> (*о> Уо) — вещественные функции от z0
= х0 + iy0f

однозначно определяющиеся условием

Ф (zQ) = Ф (х0, у0) F (z0) + ф (х0, yQ) G (г0). (12)

При этом со (г) = ф (х, г/) + гф (дс, г/) называется (Т7, <?)-псевдоана-
литической функцией второго рода. Функция же Ф(г) = U + iV

там, где это необходимо, во избежание недоразумений называется

(F, б)-псевдоаналитической функцией первого рода. Из равенства
(12) и из комплексно-сопряженного ему равенства получается

<* (*о) = Р (*о) Ф (*о) + Q (2«) Ф (*«). (13)
где

Равенства (12) и (13) устанавливают взаимно однозначное

соответствие между (F, С)-псевдоаналитическими функциями первого и

второго рода, что обозначается следующим образом:
Ф (г) = *о) (г), со (г) = #Ф (г) (mod F9 G). (14)

Показывается, что, для того чтобы функция ф (г) = U + iV была

(F, С)-псевдоаналитической функцией первого рода, необходимо и

достаточно, чтобы она удовлетворяла системе уравнений (9) при
следующих условиях:

a^_TG1-F}G F0.-FJ,. ,

FG-FG FG-FG
У '

где

f - _L l^L _ • ЕЛ f - _L (JUL j_
• dF \

Г* ~"

2 \ dx
l

dy У *
-

2 [dx + l
ду У

Устанавливается, что, для того чтобы функция со = ф + гф была

(У7, 0)-псевдоаналитической функцией второго рода, необходимо и

достаточно, чтобы ф и ур были непрерывно дифференцируемыми реше*
нйями системы уравнений

F<Pz +Gl|)j=0. (15)
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Утверждается, что (F, б)-псевдоаналитические функции первого и

второго рода нужно рассматривать как две интерпретации годной и

той же математической сущности. Далее проводится^ аналогия,

наскрлько это возможно, между аналитическими функциями и

(F, ф-псевдоаналитическими функциями первого рода. Развивается

аппарат^, С7)-дифференцирования и (F,
б)-интегрирования,'устанавливаются классификация нулей и особых точек, аналог теоремы Ко-
ши и аналог формулы Коши. Несколько обобщая метод,
предложенный в работах [2, 3], Берс строит классификацию особых точек

и, так же как и в работах [2, 5], доказывает теорему о том, что

(F, С)-псевдоаналитические функции второго рода топологически
эквивалентны аналитическим функциям 4.

Важные результаты в обобщении теории аналитических функ1
ций получены И. Н. Векуа [40, 41]. Функции, определенные
системой уравнений (9), он Ha3bmaef обобщенными аналитическими

функциями и рассматривает их в зависимости от параметров a rt Ь (а не

в зависимости от порождающих пар, могущих в силу (9') приводить
к одним и тем же параметрам а и Ъ не единственным образом) с точки

зрения изучения их общих свойств, и особенно с точки зрения
постановки краевых задач для этих функций и исследования вопроса о

существовании их решений. Для функций, определенных системой

уравнений (9), установлены аналог теоремы Коши и аналог формулы
Коши, отличные от соответствующих аналогов, построенных в

работах [2, 3], а также, как и в работах [2, 3], при помощи указанных
выше результатов Т. Карлемана [38] и некоторого их обобщения

построена классификация особых точек, но, в отличие от работ [2, 31,
это сделано, как и в монографии [37], при значительно меньших

ограничениях, накладываемых на коэффициенты системы уравнений
(9) а и Ь. Однако изолированность Л-точек и теорему о сохранении
области, как отмечалось выше, на функции, определенные системой

уравнений (9), распространить нельзя.

В наших работах [7, 8, 46] в качестве обобщения понятия р-ана-
литических функций (но не настолько сильного, чтобы при этом

утрачивались замечательные свойства, одновременно присущие
аналитическим и ^-аналитическим функциям) введены (/?, ^-аналитические
функции / (г) = и (х, у) + iv (х, у) комплексного переменного г =

= х + iy, определяющиеся системой уравнений в частных

производных

pux-quy-vv = 0,\

qux + риу + vx = 0, j <10>

где р и q
— заданные вещественные функции от х и у,

подчиненные только довольно слабым ограничениям дифференцируемое™ ь,
Р>0.

4 В связи с этой теоремой (теорема 8.1) в монографии [37] автор, ссылаясь на

работы [2, 3], отмечает: «Теорема 8.1, или, точнее, ее некоторая модификация,
была впервые доказана Положим в специальном случае».

• Здесь, в отличие от цитируемых наших работ, мы q заменили на —д.
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Несоответствии с работами [2, 3] нами была высказана точка

зрения, согласно которой за основу при построении обобщений
аналитических функций принимаются ^-аналитические и (/?,
^-аналитические функции, называемые нами иногда основными обобщенными
аналитическими функциями. В пользу такой точки зрения в

обобщении теории аналитических функций комплексного переменного
свидетельствуют следующие факты:

а) ^-аналитические и (р, ^-аналитические функции являются

наиболее близкими аналогами аналитических функций, так как

имеются свойства, присущие одновременно (р, ^-аналитическим и

аналитическим функциям и не присущие функциям, определенным
системой уравнений (9);

б) с помощью замены только независимых переменных х и у
система уравнений (1) при нулевых правых частях преобразуется
в систему уравнений (/?, ^-аналитических функций (16);

в) с помощью замены независимых переменных х и у и

соответствующих аффинных преобразований функций ии v система

уравнений (1) в самом общем случае преобразуется не только в систему
уравнений (9), но, согласно нашей работе [47], и в систему
уравнений (р,^-аналитических функций (16) при соответствующих р и q\

г) ^-аналитические и (р, (^-аналитические функции
определяются только своими характеристиками /?, а также соответственно р и q
без каких-либо наслоений, и, следовательно, все качественные

свойства этих функций и различные построения математического

аппарата для них могут быть связаны только с их характеристиками р
и ру q соответственно в.

В настоящей монографии последовательно развивается указанная
точка зрения в обобщении аналитических функций. В соответствии

с работами [1—8] применительно к классу ^-аналитических и (р, q)-
аналитических функций в виде аналога производной аналитической
функции вводится понятие (/?, ^-производной (в частности, р-про-

изводной), в виде аналога интеграла от аналитической функции —
понятие интеграла по сопряженной переменной. В качестве

обратных указанным операциям вводятся соответственно понятие (/?, q)-
интеграла (в частности, р-интеграла) и понятие производной по

сопряженной переменной. Устанавливаются необходимые и

достаточные условия, которым должна удовлетворять характеристика р9

• Следует обратить внимание на то, что вводимые в работе [37] операция
(Л Gj-дифференцирования и операция^/7, (^-интегрирования (стр. 3, 49) зависят от

четырех вещественных параметров, или, что то же самое, от двух комплексных

параметров F и G. Классы обобщенных аналитических функций, как и в работах [40,
41), строятся также в зависимости от четырех вещественных параметров. Вопросу
выбора этих параметров мы придаем важное значение, что объясняется, например,
следующими простыми рассуждениями. Допустим, что вместо класса

аналитических функций / (z) = u + iv мы стали изучать функции Ф (z) = au + ibv, где

а и Ъ — заданные вещественные функции от х и у. Ясно, что функции / (г)
и функции Ф (г) можно рассматривать как две различные интерпретации одной
и той же математической сущности, но математический аппарат для функции Ф (г)
очень невыгодно отличался бы от математического аппарата аналитических

функций.
11



чтобы операция интегрирования по сопряженной переменной не

выводила из данного класса ^-аналитических функций. При помощи-

интеграла по сопряженной переменной строится обобщение формулы
Коши и интеграла типа Коши на случай ^-аналитических и (р, q)-
аналитических функций. Подробно исследуются общие свойства

^-аналитических и (/?, ^-аналитических функций. Строится
классификация их нулей и особых точек. Доказывается изолированность
Л-точек, т. е. точек, в которых функция принимает заданное
значение Л. Устанавливается теорема о сохранении области, означающая,
что топологические свойства /7-аналитических и (/7,
^-аналитических функций аналогичны топологическим свойствам

аналитических функций. Исследуются дифференциальные свойства р-ана-
литических и (/?, ^-аналитических функций в зависимости от

дифференциальных свойств характеристик р и q. Строится теория вычетов

^-аналитических и (/7, ^-аналитических функций и

устанавливаются другие свойства ^аналитических и (/7, ^-аналитических
функций, аналогичные соответствующим свойствам аналитических

функций комплексного переменного.
Значительное место отводится построению различных

интегральных представлений и формул их обращения для случаев частных

классов /7-аналитических функций, имеющих большое значение для

приложений в математической физике. В частности, большого

внимания, на наш взгляд, заслуживают основное интегральное
представление /7-аналитических функций от г = х + iy с

характеристикой /7 = хк (k = const > 0) и формулы его обращения,
позволяющие сводить решение ряда краевых задач для ^-аналитических

функций к решению краевых задач для аналитических функций.
Благодаря этому оказывается возможным находить в явном виде

решения краевых задач ^-аналитических функций для весьма

широкого класса областей. В частности, показывается, что при k = 1

для этого же класса областей можно получить в явном виде решения
соответствующих краевых задач теории осесимметричного
потенциала. Решения некоторых из них в явном виде, согласно известным

нам литературным источникам, до настоящего времени не были

найдены (например, задачи об осесимметричном потенциале

сферического кругового диска).
В последней главе рассматриваются некоторые применения

/7-аналитических и (pf ^-аналитических функций. По аналогии С\

известными формулами Колосова — Мусхелишвили
устанавливаются формулы осесимметричной теории упругости, в которых все

элементы напряженного состояния круговой симметрии выражаются
через две /7-аналитические функции комплексного переменного z=

= х + iy с характеристикой р = х. При помощи этих формул
находится интегральный оператор, устанавливающий взаимно

однозначное соответствие между осесимметричными ц плоскими

напряженными состояниями. Указываются возможности применения
полученных результатов к конкретным задачам осесимметричной
теории упругости. Приводятся некоторые результаты по применению
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^-аналитических функций при нахождении в явном виде решений
краевых задач для безмоментных оболочек вращения с

положительной гауссовой кривизной, отличных от поверхностей вращения

второго порядка.
Применительно к решению задач теории фильтрации и теории

кручения тел вращения излагается так называемый метод

мажорантных областей. Сущность метода заключается в том, что при помощи

топологических свойств р-аналитических и (р, <7)_аналитических
функций устанавливаются так называемые

вариационно-топологические теоремы сравнения. Эти теоремы при измекении области

указывают знак вариации таких интегральных, связанных с данными

краевыми задачами характеристик, которые представляют
непосредственный интерес для приложений. При помощи теорем сравнения

определение соответствующих интегральных характеристик с точки

зрения оценки их сверху и снизу сводится к нахождению решений
тех же краевых задач, но для других вспомогательных

(мажорантных) областей, для которых эти решения или известны или

находятся просто. На основе целого ряда работ показывается эффективность
метода мажорантных областей даже при довольно широком
произволе в выборе вспомогательных областей. Последнее объясняется
самой природой изучаемых процессов, интегральные
характеристики которых обладают в некотором смысле большой устойчивостью
по отношению к изменению области.

Возможности применения ^-аналитических и (р,
^-аналитических функций очень широки. Эти функции и установленные их

качественные и аппаратные свойства могут быть полезными при
решении всех задач, где встречаются эллиптические системы уравнений
(1) в общем или частном виде при At = А2 = Bt = В2 = 0.

При рассмотрении вопроса о применениях ^-аналитических и

(р, (^-аналитических функций мы ограничились только отдельными

разделами математической физики, где возможности и польза таких

применений не совсем очевидны или получаются благодаря новому
качеству, возникающему при объединении двух вещественных
функций, зависящих от двух вещественных переменных, в одну
комплекснозначную функцию одного комплексного переменного.
Показательными в этом отношении являются метод мажорантных областей,
в основе которого лежат топологические свойства ^-аналитических
и (/?, (^-аналитических функций, обнаруживающиеся только после

того, как вещественные решения и и v соответствующих систем

дифференциальных уравнений объединяются в одну комплекснозначную
функцию / (z) = и + iv комплексного переменного z = х + iy9
основное интегральное представление ^-аналитических функций
комплексного переменного z = х + iу с характеристикой р = хк

(k = const > 0) и формулы его обращения, а также другие
результаты; приведенные в монографии.



ГЛАВА 1

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ
И (р, ^АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

§ 1. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

Пусть D — область в конечной части плоскости г = х + iy,
С — ее граница. Будем говорить, что однозначная функция f (г) =
= и + iv комплексного переменного z — х + iy определена в

точке 2 = х + iy, если в данной точке однозначно определено ее

числовое значение; определена водносвязной области D, если она

определена в каждой точке D; определена в замкнутой односвязной области
D + С, если она определена в D и в точках С.

Будем считать, что функция комплексного переменного / (г) =
= и + ^определена в неодносвязной области D, если она

определена как однозначная функция комплексного переменного во всякой

односвязной области, содержащейся в D. Под функцией
комплексного переменного в односвязной области D будем понимать

функцию, определенную в неодносвязной области, получающейся из D

исключением отдельных точек («точек ветвления»), при условии,
что числовые значения функции в последних точках заданы. В

области D функции комплексного переменного / (г) = и + iv будем
приписывать такие свойства, которыми обладают и и v как функции
от л: и у. Например, f (z) = и + iv непрерывна, если ии v

непрерывны; непрерывно дифференцируема, если и и v непрерывно

дифференцируемы.
При г = оо ив области, содержащей точку z = оо, о функции

/ (2) = и + iv будем говорить все то же, что и о функции F (£) =

= /I —) I £ = —]при£ = 0илив соответствующей области в

плоскости £ = I + щ.
В дальнейшем под функцией комплексного переменного будем

понимать однозначную функцию комплексного переменного,

определенную в области, лежащей в конечной части комплексной

плоскости (если не оговорено противное). Под операторной производной
по 2 функции f (z) — и (х, у) + iv (х, у) комплексного переменного
2 = х + iy будем понимать предел

lim - -

Az-0
L

Ахи
Ax +

Ayv
+ i

/ Axv

[ Ax

Ayu

Ay
(1)
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если таковой существует и не зависит от способа стремления Az =

= Ах + iAy к нулю (Ах и Ау — частные приращения
соответствующих функций в точке х, у, когда х и у получают приращения
соответственно Ах, Ау). Нетрудно видеть, что, для того чтобы операторная

производная (1) существовала, необходимо и достаточно, чтобы

функция / (г) = и'+ iv имела частные производные по х и у. Обо-

df (г)
значая операторную производную через —:^-»

можем написать

df (г) _ux + vy , :vx
—

uu_ 1 / df (z) ; df (z) \ .,

dz
~

2 "*" l
2

~

2 [ дх ду )' {l Г

Операторная производная по 2 в виде правой части равенства (Г)
под различными названиями (формальной производной, частной

производной по 2) встречалась во многих работах. Обобщения
оператора правой части равенства (Г) с точки зрения функционального
анализа рассматривались Д. Помпеем (ареоларная производная)
[48] и И. Н. Векуа (обобщенная производная) [41 ]. Операторную
производную в том виде, в каком она введена у нас, для краткости
иногда будем называть о-производной.

Легко видеть, как это было замечено Г. В. Колосовым [49], что

правила вычисления операторной производной суммы, разности,

произведения и частного двух функций комплексного переменного,

имеющих операторные производные, такие же, как и правила
вычисления обыкновенных производных. Кроме того, операторная
производная в классе аналитических функций от z = х + iy
вырождается в производную в смысле теории аналитических функций; в

классе функций, аналитических от х и у,— в частную производную

по 2 = х + iy; в классе вещественных функций ф (х) вещественного

переменного х — в обыкновенную производную по х, если данные

функции считать продолженными в область, содержащую
рассматриваемый интервал оси х, полагая / (z) = ц> (х) + iv (х, у), где

v (х, у) — вещественная функция, удовлетворяющая условиям

В дополнение к сказанному приведем еще некоторые правила
вычисления операторной производной и некоторые специальные

тождества, связанные с ней.

1. Всякая непрерывная функция / (z) == и + iv, имеющая

операторную производную по 2, будет антианалитической функцией
от 2 (т. е. комплексно-сопряженной с аналитической) в том и только

в том случае, когда 'Ji' = 0.

2. Пусть черта сверху, как обычно, означает комплексную

сопряженность; тогда

df(z)
_
йЩ ,9v

dz
-

dz
' (Z)
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3. Пусть
df(z)
ds

—

производная дифференцируемой функции

f(z) = u + iv по направлению s, составляющему с осью х угол Э;

тогда выполняется равенство

df(z)
_

df(Z) 0iQ
ds dz

, df(z) „-Щ
+ ~ж~е • (3)

4. Пусть вещественная и мнимая части функции w = f (£ (г)) =
= и + ivy рассматриваемые как функции от £ и rj (£ = £ -f- пг|),
имеют полные дифференциалы, a g и т], как функции от х и #, имеют

частные производные; тогда справедливо равенство

dw
~1Г

df® dZ, , dfd) 4
dl dz

+
^

dz (4)

В частности, если функция w = f (£ (z)) является аналитической

функцией от £ или £ = £ (г) является аналитической функцией от

г, то

<*ш
__

<ff(Q dj
dz dl dz

' (4')

5. Пусть функция w = f (z, £ (г)) = и + iv такая, что и и у,

как функции от х> у> £, rj, имеют полные дифференциалы, а Е и т],
как функции от х и */, имеют частные производные; тогда для полной

операторной производной от w по z выполняется равенство

dw df df dl df d\
dz dz "*■"

dl dz
""*"

at Л (5)

где —-, -^- и -4 частные операторные производные функции
dt

W f (2> £ (z)) по z, £ и соответственно £.
6. Если вещественная и мнимая части функции / (г, £) = и + iv

двух комплексных переменных г = х + iy и £ = g + aj, как

функции от х, (/, £, т], в окрестности точки х09 yQy g0» Ло» в которой они

обращаются в нуль, имеют непрерывные частные производные по jc,

Уу Ё» Л и ^ил
—

tz-n^ =^= 0, то для операторной производной по г

функции £ = £ (г) = | + «т|, определенной из уравнения / (г, С) =
= 0, справедливо равенство

JL = _ (JLЖ—Ж ДЛ (
dz \ dz dr dz

^ / \

1 л

! a/
2

«7
* 1
^7 |3\—1

(6)

В частности, если f (г, Q является аналитической функцией от £
(при постоянных значениях г), то

JL
dz

JL
dz
iV (6")
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Если / (г, £) при фиксированных значениях г является

антианалитической функцией от £, то формула (6) принимает вид
л л- / л \ 1

JL-.-JLllL) юг)dz dz \ dZ> J
' l°'

Если равенство / (г, £) = О имеет вид г — г (£) = 0, то формула (6)
запишется в виде

12\—1

(6"0dz dl \\ dl I I < I /

7. Если вещественные и мнимые части функций комплексного

переменного Р = Р (г) = pt + ip2 и Q = Q (г) = qi + iq2 в одно-

связной замкнутой области D + Св плоскости г = х + /у,
ограниченной спрямляемым контуром С, имеют непрерывные частные

производные по х и t/, то выполняется равенство

где интегрирование по контуру Сведется в положительном

направлении, т. е. в таком направлении, при котором точки области D

остаются слева. В частности, для того чтобы выражение Pdz + Qdz
было полным дифференциалом некоторой функции f (z) = и + iv>

достаточно, чтобы -^г- = —=-. При выполнении этого условия

р_ df(z) п_ df(z)

8. Для всякой непрерывно дифференцируемой функции / (г) =
= и + iv справедливо равенство

fW_/W-p^*+igL«ft (8)

где z0
— любая фиксированная точка, z — переменная точка;

интегрирование ведется по любому спрямляемому контуру,
соединяющему точки г0 и г, лежащему в области, в которой функция / (г)
непрерывно дифференцируема.

9. Пусть / (г) = и + iv— функция, непрерывно
дифференцируемая в замкнутой области D + С, ограниченной спрямляемым
контуром С; тогда при z cz D выполняется равенство

С D
^

Равенства (2), (3) устанавливаются непосредственной проверкой.
Формулы операторного дифференцирования (4) — (6'") выводятся
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как тождества, являющиеся следствием обычных правил
дифференцирования сложных функций [49J. Например, чтобы получить
формулу (4), достаточно заметить х, что

JLA-m*LA- =

' (dt j df \(
d£ dz "*"

fi dz 2 [dl дц)[

++(-l-+^)(-k?^+''

Sjc + Лг/
+ i Л* — ly

+

— Чх — li'-)-
__L[jL/_^ . ^ \ df i ал ^ \
~"

2 [ dg [ dx
l

dy }~*~ dr\ [ dx dy J
= JL

dz

Формулы (7), (8) доказываются сведением их к соответствующим

формулам для вещественных переменных. Формула (9) получается из

формулы (7), если, заменив в ней z = х + iy на £ = g + trj,
Положить Р = ii§L, Q = 0 [1, 4, 50] 2.

Операторная производная по z не только удобна при
всевозможных вычислениях в классе непрерывно дифференцируемых функций
f (г) *= и + iv комплексного переменного г = х + iy, но и весьма

хорошо характеризует геометрические свойства этих функций
при якобиане

^ = ¥Г"Л =
df
dz

2

df

dz
(10)

df
dz

-у (Л + А,), если J > 0,

-^- (Л — А,), если / < 0,

как отличном от нуля, так и равном нулю.

Справедлива следующая теорема [50 J.

Теорема 1. Если вещественная и мнимая части функции f (г) =
= и + iv комплексного переменного z = х + iyt как функции пере-
менных х и у,в некоторой точке г = х + iy имеют полные

дифференциалы, то для модуля ее операторной производной в этой точке

выполняется равенство

I Yy (Л + А,), если J > 0,

(И)

где Л и % — соответственно максимальное и минимальное

растяжения функции f (г) в данной точке:

max | / (г + Az) — / (г) | min \f(z + Дг) — f(z)\
A = lim^ii^ , b=limL^i^ .

(IV)
1 В монографии |41] (стр. 90) показывается, что формула (4) остается

справедливой, если операторную производную понимать в обобщенном смысле; но при

этом предполагается, что якобиан преобразования £ = £ (дс, у) + ir\ (xt у) нигде

не обращается в нуль внутри рассматриваемой области в плоскости г =» х + iy.
2
Формула (9) встречается во многих работах. Впервые она была получена,

по-видимому, Д. Помпеем [48] в связи с рассмотрением понятия ареоларной
производной.
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При этом независимо от значений якобиана J = uxvy
—

uyvx
если

то Л = К, если

JLJL-0
dz dz ~~и*

dz dz
^ *

(12)

(13)

направлениями максимального и минимального растяжений
являются направления векторов, составляющих с осью х углы
соответственно

ft = —
1 df df 1 df df

При -j- Ф О независимо от значений якобиана J и -— справедливыdz

равенства

где

dz

arg^- = tf' — Ъ = ЪХ—Ъ,1» (15)

fl' = lim arg [/ (г + pe«>) - / (г)], Ф, = lim arg [/ (z + ре'*.) — / (г)],
0<р-*0 0<р-+0

(15')
т. е. аргумент операторной производной по г равен углу поворота
направлений максимального и минимального растяжений при их

отображении на плоскость функции.
Доказательство. Из равенства (3) получаем

df

df
dz +

df
dz + 2Re

ds

df df
dz dz

COS 29 — 2Im|^-g-]sin29.

df |2
-g\ принимаются при

Отсюда видно, что при выполнении условия (12) Л = Я и всякое

направление, выходящее из данной точки, является направлением
максимальных и минимальных растяжений. Далее, при

выполнении условия (13) экстремальные значения

значениях 9, равных

V~~
2 arg dz dz ' ^ ~

2 arg dz dz + 2 '

и определяются равенствами

Л =

19

+
df
dz Л-1

1 *

ML —

^
» 11

df
dz ||

Следовательно, равенства (11) и (14) верны.

2*



Пусть теперь -^ Ф 0. При этом может быть несколько случаев.

1. Если Дг = 0, то в силу (3)
dz

М 4L

Отсюда

-^- = -У- dz = dse1*
dz dz ' '

arg-figfi&--<K-<>-*;■-*„
причем fl и #i — произвольные значения (0 < d, Of < 2я).

A
dz -l-\ = 0, т. e. J = 0, то выполняется одно2. Если

из условий

-^- = -^- = Ц, =» const ^оо, -£*-=-£- = f^ = const =jb оо

или соответственно одно из равенств

1LJL =
^ + ^п -щр JlJl ^Л±АЫ _аз

Когда Az =» A* + iAy ~ ре**, в каждом из этих случаев -£ = \х

и соответственно
-^-

= щ. Это значит, что при Аг = р&ь = Ах +

+ t'A# справедливы равенства

я^Дк — vj±y — 0, — а^Дх + ахД# = 0.

Но -^- можно представить в виде

+ ,(a,»+V—^-4* +J&4*)].
где Дж и Ар — частные приращения соответствующих функций при
изменении х и у. Следовательно,

arg^ = arg Urn -^Ц±!^ = *'_»,

arg-^-arg 11ш *Щ* -«-�,.

3. Если в данной точке г0 -£- | г— ■^|>0, т. е. />0, то,
1

полагая со = £ + iт| = (г — Zq) е-**, С = £ + *-т- Л и рассматривая

20



/ (г) как функцию от £ при £ = О, при помощи формулы (4) находим

>0, df
dl

— 0. По формуле (4')
N

df
- df d\

dz
~

d£ dz '

и, следовательно, в силу случая 1

АЛЛ

arg-J- - arg-|- + arg-|- = d'-d.

Так же получаем

arg -g- = -»', — «,.

4. Если в данной точке 2о |-j- — -^ < 0, т. е. J < 0, то,

полагая о = g + t'rj = {г — z0) e~ib, £ = £ — t — т], как и в слУ

чае 3, находим
df

dl
>0, = 0 и arg -^- = *'- — « = *i — Ф|.

Теорема доказана.

Как следствие из доказанной теоремы отметим равенства

df
dz

-i-(A —Я,), если J>0,

±(А + Х), если J<0,
(16)

df
и, если в данной точке —j— Ф 0,

arg-g- = o'-a; (17)

если, кроме того, в данной точке -4г-тг Ф 0» то

л»

(-Ш-^2*4г. если 7>0,
_4L
dz

dz

1 —ft

1 —ft

dz

d'f
<?'2*-^~, если ./<0,

__^^>еслиу>0,

(18)

(18')

1—ft dz

где k = -jt-,K. = -j- коэффициент растяжений.

21



Замечание. Записав равенство (3) в форме

dw = df =s ds df(z)

видим, что если
df(z)
dz +

водные их, uUJ vx, v.X' **у»

dz

df(z)

e* +
dz ]■

dz
Ф 6, т. е. если частные произ-

не обращаются в нуль одновременно, то

бесконечно малые окружности dx2 + dy2 = ds2 в плоскости z = х +
+ iy с центром в точке х, у переходят в бесконечно малые эллипсы

в плоскости w = и + iv с центром в точке / (г) = и + iv. Склады-

df (z) ie
„ df(z)

вая два комплексных числа
dz

и
_/е

dz
как векторы

что если J =по правилу параллелограмма, сразу же замечаем
'
* 12 I * |2

' * I — I '^ ' > О, то направление обхода бесконечно
dz dz

малых окружностей в плоскости г = х + iy и направление обхода

соответствующих бесконечно малых эллипсов в плоскости w = и +
+ iv одинаковы, а при J < О эти направления противоположны.
При J = О указанные бесконечно малые окружности в плоскости

z = х + iy переходят в прямолинейные отрезки длиной ds ' ——
dz

средняя точка которых совпадает с точкой w = / (г), а угол, состав-

1
ленный с осью и, равен -n-arg

При помощи таких чисто

df(z) df(z)
dz dz

геометрических построений можно

установить также справедливость всех утверждений, приведенных
в доказанной теореме.

Кривые, касательные к которым составляют с осью х углы Ф и

#i, определенные равенствами (14), будем называть линиями

экстремальных растяжений, а их образы в плоскости функции / (г) =»

= и + iv — взаимными линиями. Линии экстремальных
растяжений, взаимные линии и коэффициент растяжений являются очень

наглядными геометрическими характеристиками непрерывно
дифференцируемых функций комплексного переменного. Исключая из

рассмотрения «нулевые точки», которые характеризуются условием
Л = Я = 0 или их = иу

= vx = vy
= 0, можем сказать, что во

всякой точке области, в которой определена непрерывно
дифференцируемая функция / (г) = и + iv, К = 1 или Ь и Ь\ однозначно

определяются равенствами (14). Отображение данной области в

плоскости г = х + iy, осуществляемое функцией / (г), состоит в

преобразовании линий экстремальных растяжений во взаимные линии в

плоскости функции, причем взаимные линии могут вырождаться
в точки.

Пример 1. Пусть дана функция / (г) = и + iv = х + у. Имеем

-j-
= -J- =

"2
i- -л". В соответствии с (14) * ==-у-,

$' = arg -^ +
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df
dz

+ df_\
dz

+ О. Это значит, что линиями экстремальных растяжений являются

прямые, составляющие с осью х угол, равный -^-, и прямые им

ортогональные. Взаимной линией является одна линия — ось и\

плоскость z = х + iy отображается на ось и. Максимальное растяжение
Л I

-L\ = j/TF, минимальное растяжение X = 0.

Пример 2. Пусть дана ^-аналитическая функция, т. е. функция
f (г) = и + iv, определенная'системой уравнений

U* = -Jvv "v = —\v» (19)

где р
— заданная функция от х и у, р > 0. Имеем

df
_

Uxjl+p) , иу(\+р) df
_

ux(l-P) : Uy(l-P)
dz

""

2
'

2
'

dz
~"

2
'

2

и, следовательно,

K
i+,+ii-pi-f» вмн/|>1'

i -f-P —11 —Pi J_, если р<1.

Считая для определенности р < 1, получаем

д = —
-^- arg (и, — iuy)% = — arg (и,,

— iuy) =•

%
= arctg -f- = arctg

tf' = arg-^- + * = arg(ax — ug + 0 = 0.

Это,в частности,означает,что функции, определенные системой
уравнений (19), преобразуют бесконечно малые окружности в плоскости

z = х + iy в бесконечно малые эллипсы (с точностью до

бесконечно малых высшего порядка) в плоскости / (г) = и + iv, причем оси

этих эллипсов параллельны координатным осям и и v, а отношение

их полуосей равно р. Линиями экстремальных растяжений в плосг

кости г = х+ iy являются семейства ортогональных кривых v(xfy) =J

= const и и(х, у) = const, взаимными линиями в плоскости функции
f (z) = и + iv — соответственно прямые, параллельные оси и и

оси V.

Пример 3. Пусть дана (/7, <7)-аналитическая функция, т. е.

функция / (г) = и + iv, определенная системой уравнений

Р"х — Я">у
—

vy = 0, qux + риу + vx = 0. (20)
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Имеем

df
__

ux + pux — quy ,
. —qux — puy — Uy __

l+p—iq . . ,

-fa § h 2
~~

2 * *
—

*'9

dz 2
* * y,f

K_ \\+p-iq\ + \\-p + iq\
A

! l + p — w I — 11 — p + ^ I
'

arg-l-arg-i U-iarg-Ji^.
Это означает, что функции, определенные системой уравнений (20),
преобразуют бесконечно малые окружности в плоскости z = х + iу
в бесконечно малые эллипсы (с точностью до бесконечно малых

высшего порядка) в плоскости f (z) = и + iv, причем большая полуось'
каждого из этих эллипсов составляет с осью и угол Ф' =

=

~2 агб 1 Z.Р Тtg t отношение малой полуоси эллипса к его боль-

шойполуоси k - !!1Р"^|Т1!'"Р + ^! .J
\\+p — tq\ + \\—p + tq\

Пример 4. Под квазиконформным отображением с

характеристиками /гид понимается такое отображение, при котором бесконечно
малые эллипсы в плоскости независимого переменного переходят
в бесконечно малые окружности в плоскости функции. При этом k —

отношение полуосей эллипса (k <; 1) ид — угол, составленный
большой полуосью эллипса с вещественной осью, заданы как

функции независимого переменного [51—58].
Пусть функция со = ф (z) = а + ф реализует квазиконформное

отображение с характеристиками k и $ круга | z \ < 1 (г = х + iy)
на некоторую область G в плоскости со = а + /р. Предположив,
что аир, как функции х и у, имеют полные дифференциалы и что

ах$у — $хау > 0» из равенства (18) для определения данной

функции легко получаем уравнение

-^=- 4+J-*-^-^-. (21)dz k—\ дг

Очевидно и обратное: если функция ш = ф (г) = а + /р в круге

| z\ < 1 является решением уравнения (21) и если а) ее вещественная

и мнимая части в этом круге, как функции хи у, имеют полные

дифференциалы и б) якобиан ах$у —- $хау в каждой точке этого круга
положителен, то данная функция о) = q> (г) = а + ip реализует
квазиконформное отображение с характеристиками k и * круга

|z| < 1 на некоторую область в плоскости со = a -f t*p.
Теорема 2. Пусть характеристики k w& в круге \ z\ < 1 —

аналитические функции переменных х и у (г = х + iy). Тогда, если

£ =* г|) (г) есть аналитическое в круге | г| < 1 решение обыкновенного
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дифференциального уравнения

где ft* и#* — функции переменных z = х + iy и £ = £ + и), /ю-

лученные соответственно из k и Ь подстановкой вместо х + iy и

х — iy переменных соответственно ги£, то функция со = а + ф =

= г — гр (г) реализует квазиконформное отображение с данными

характеристиками k и О «руга | г\ < 1 «а некоторую область G в

плоскости со = а + tp [50).
В самом деле, функция со* = £ — -ф (г) при независимых

переменных г и £ (| г| < 1) удовлетворяет уравнению в частных

производных

да* k*н-1 -во* доо*
/9,л

dz /г* — 1
"

д£

следовательно, функция со = а + ф = г — г|> (г) в круге | г| < 1

является решением уравнения (21). Очевидно, что эта функция
I 1. I2 I 1т I2

удовлетворяет условию «а». Из равенства
doo
~dz

2
da

"ST
— Pxa^ и из уравнения (21) следует, что эта функция
удовлетворяет также условию «б», что и требовалось доказать.

Замечание. Чтобы получить квазиконформное отображение с

данными в условиях этой теоремы характеристиками k и Ь круга | z\ < 1
на наперед заданную область с заданной нормировкой, достаточно

соответствующим образом подобрать аналитическую функцию от

со = a + *р = г — if (г).
Перейдем теперь к операции, обратной по отношению к

операторному дифференцированию.
Функцию комплексного переменного f (г) = и + iv (не

обязательно однозначную), определенную в односвязной или неодносвяз-

ной области D, будем называть о-интегрируемой (операторно
интегрируемой) в этой области, если существует функция
комплексного переменного F (z) = U + iVt непрерывная в области D, за

исключением, может быть, отдельных точек, такая, что вне указанных

отдельных точек в области D —-^- существует и справедливо равен-

ство —-jO- = f (z). Всякую такую функцию F (г) будем называть

о-первообразной / (г), их совокупность — неопределенным о-инте-

гралом f (г) в области D. Обозначая неопределенный о-интеграл

функции f (г) через Г/ (г) dz, будем называть f (z) dz

подынтегральным выражением, а f (г) — подынтегральной функцией.
Из теории аналитических функций комплексного переменного

известно, что из выполнения условий Коши — Римана и

непрерывности функции следует ее аналитичность [591. Поэтому справедливо
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равенство

]f(z)dz = F{z) + C, (22)

где F (z) = U + iV — одна из о-первообразных функций / (г) в

области D, С — о-постоянная интегрирования, определяющаяся

следующим условием: комплексно-сопряженная с ней величина С
является аналитической в области D функцией, за исключением

отдельных точек, представляющих собой ее изолированные особые
точки.

Из данного нами определения легко видеть, что неопределенный
о-интеграл обладает простейшими свойствами

А /ч /ч л

-£-{/<*> * = /(*)■ j-^tfz = F(*) + C, (23)

jc/(z)dz = C ]/(*)&. (24)

J [/ (г) ± h (г)] dz = ]f(z)dz±^f1 (z) dz. (25)

Приведем теперь некоторые простейшие способы вычисления

неопределенного о-интеграла, решая тем самым вопрос о его

существовании при соответствующих специальных предположениях о

подынтегральных функциях.
1. Неопределенный о-интеграл функции / (г) = и + iv,

аналитической в области D, существует, и для него справедливо
равенство

]f(z)dz= \f(z)dz + C, (26)

где интеграл в правой части равенства (26) понимается в смысле

теории аналитических функций комплексного переменного.
2. Если функция / (г) = и + iv в области D представима одним

из равенств

/(г) = Ф(*) + п|>(*), (27)

/(*)=■ «ft (0 +АЬ (0. (28)

где ф (х), i|) (#), ф! (у), г|>! (у) — интегрируемые вещественные
функции своих аргументов, то неопределенный о-интеграл функции f (г)
в области D существует и соответственно выполняются равенства

/ч

^f(z)dz = 2 J <f(x)dx + /2 j ^(x)dx + С, (27')

]f(z)dz = -2^l{y)dy+i2\y1(y)dy + C. (28')

3. Пусть f (z) = и + i v и £ = g + щ — две функции
комплексного переменного z = х + iy, о-дифференцируемые и непрерывные

26



1 D. Тогда справедливо равенство

jm-|rtf2 = /(2K-J?4r;d2 (29)

при условии, что хотя бы один из о-интегралов, входящих в это

равенство, существует.
В самом деле, взяв о-интеграл от обеих частей равенства

d(f(z)Q __ fM к , т df(z)

убеждаемся в справедливости высказанного утверждения.
Равенство (29) представляет собой формулу о-интегрирования по частям.

Например,
/Ч Л /Ч . /Ч л

\ z cos xdz = 2 I z
s™x

dz = 2z sin x — 2 I sin x -r- dz =

= 2zsinA: + 4r-^^rfz = 2zsinA: + 4cosA: + C.

4. Пусть £ = £ (z) = g + it] — функция от z = x + t#, о-диф-
ференцируемая в D, а функция f (£ (z)) = и + iv такая, что о-ин-

тегралы

jm-f-dz, j/(orfg
существуют, причем последний из них по g и т| имеет полный

дифференциал при zcz D. Тогда выполняется равенство

|Ш %-аг = J/(0dC -jiLp. |-d, (30)

В самом деле, в соответствии с формулой (4)
/ч /ч

<g *{шз 2g

Взяв от обеих частей этого равенства о-интеграл, убеждаемся в

справедливости формулы (30) — «формулы о-интегрирования заменой

переменных».
Отметим, что если £ (z) — аналитическая функция от г или

f (£) — аналитическая функция от £, то формула (30) принимает
вид

/Ч /Ч /ч

j7(D-§-d*= j/(Orf£- (30')

5. Об о-интегрировании правильно непрерывных функций
комплексного переменного.

Пусть F (z) = U + i V — однозначная функция, непрерывно
дифференцируемая в замкнутой области D + Ct f (г) = и + iv =
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= —-jQ ее непрерывная в D + С о-производная (С —

граница Z), состоящая из спрямляемых контуров). Тогда, в силу
формулы (9), при г с D

D ъ
С

b

Легко видеть, что здесь второе слагаемое представляет собой в

области D функцию антианалитическую (т. е. функцию
комплексно-сопряженную с аналитической функцией). Поэтому естественно

ожидать, что интеграл вида

FQ(z) = D(f(z)) = -±^ffm, С-6 + *Ч. (31)

будет представлять собой о-первообразную функции / (г) = и + iv,
непрерывную в области D. Покажем, что это так и будет, при этом

в дополнение к непрерывности функции / (г) в D + С придется
потребовать, чтобы она в области D была правильно непрерывной 3.
Докажем вначале следующую лемму.

Лемма (о двойном интеграле). Если f (г) — функция комплексного

переменного z = х + iy, измеримая и ограниченная в области D,
лежащей в конечной части плоскости z = х + iy9 то функция F0 (z),
определенная равенством (31), правильно непрерывна в замкнутой
области D + С с показателем у, сколь угодно близким к единице,
или, точнее,

I ^о(*i) - Л> (*«) 1<Л1 h - г21 {l + ln+ j^bj }, (32)

где А — постоянная, ln+ а = In а, если а > 1, и 1п+ а = 0, если

а< 1.
В самом деле, пусть б = | Z\ — г21, М — число такое, что | / (г) | <

< М при z czD. Имеем

Пусть е — круг |g — Zi | < 26; тогда

1

С-г,
d|dri. (32')

J J 1С —«» I J J lt-*l

8 Функция / (г) по определению правильно непрерывна в замкнутой области
D + С (в области D), если для любых точек г\ и г2, принадлежащих D + С (или D),
выполняется неравенство |/ (zi) — / (zjl < К |гг — z2|v, где К и у

—

положительные постоянные (0 < v < !)• Функция / (г) правильно непрерывна внутри области
D, если она правильно непрерывна во всякой замкнутой области, содержащейся
в области D.
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В Р-^ подынтегральную функцию в (32') запишем в виде

-=—=—=——. В силу того что в D — е \t — г41 < 2 I £ — г» I,

можем сказать, что подынтегральная функция к (32) в области и — в

не превышает 26 I £
— \ |"2. Интегрируя эту функцию по кольцу

26 < | С — *11 < /?, содержащему D
— £, получаем

Таким образом, возвращаясь к (32'), находим

или, считая R > 2,

|/?eW-/?eWl<A«(l0e + 4ein4 + «bi-J-)<
<M(lO + 41n4)fi[l+ln+-|].

Лемма доказана.

Приведем еще теорему, необходимую для наших целей.

Теорема 3 (о дифференцировании равномерно сходящихся

интегралов). Пусть Q(xi9 х2, ..., хп) и Q0 (*?, 4, ..., х°п) — точки

n-мерного пространства, Q — n-мерная область в этом

пространстве, S — граница области Q, D (Q0, Q) — вещественная функция
точки QczQ + S, зависящая от точки Q0 сг Q + 5 коя от /ш-

раметра. Пусть, далее, интеграл

j(Q0) = $D(Q0,Q)d<* (33)
о

имеет в области Q непрерывные частные производные. Тогда

интеграл

J(Qo)= fp(Q)Z>(Q0, Q)dco, (34)

где p (Q) — вещественная функция точки Q, также имеет

непрерывные частные производные в области Q, если выполнены следующие
два условия:

а) функция р (Q) правильно непрерывна в области Q;

б) функция D (Q0, Q) и ее частные производные D 0 (Q09 Q)
xi

(i = 1, 2, ..., /г) в Q + S я/ш Q Ф Q0, яа/с функции обеих точек Q
и Q0, непрерывны и удовлетворяют условиям

(35)

/=1,2 n, С = const, |Q-Q0|=y 2J(jc( —де?;')a
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При этом указанные частные производные интеграла J (Q0)
определяются равенствами

Jxo (Qo) = Р (Qo) /,о (Q0) + J IP (Q) - Р (Qo)l Dxo (Q0, Q) do, (36)
' l

Q
l

/= 1,2, ...
,

n.

Доказательство сформулированной теоремы можно найти в

книге [601.
Теперь сформулируем и докажем интересующую нас теорему.
Теорема 4 (об о-первообразной правильно непрерывной функции).

Пусть D — область в конечной части плоскости z = х + iy, С —

ее граница, состоящая из нескольких спрямляемых контуров. Тогда,
если непрерывная в D + С однозначная функция f (г) = и + iv
правильно непрерывна в области D, то ее о-первообразная в области D

существует и определяется равенством (31). При этом она правильно

непрерывна в области D с показателем, сколь угодно близким к

единице, или, точнее, удовлетворяет условию (32).
В самом деле, в силу приведенной выше леммы, доказательство

теоремы сводится к доказательству равенства —-^- = / (г).
Полагая F0 (г) = U (z) + iV (г), получаем

^W в

1Г И I- и(0°е + v (£)GnJ Gfa
D

V& =

1Г 1J I" v © Gb ~ " tt) GiJ 4*1.
D

где G = In r, r = V (I — x)2 + (Л — I/)2- Функции D (z, 0 =

= Gfc, fti ,ирй = и (z), у (г) удовлетворяют условиям теоремы о

дифференцировании равномерно сходящихся интегралов, так как в

области D двойные интегралы

f J Gtdtdx) = f Gdr\, J J G^dy] = J - Gd\
D CD С

имеют непрерывные частные производные по х и у, а и (г) и t> (г)
правильно непрерывны. Следовательно, U (г) и V (г) в области D

имеют непрерывные частные производные, которые в соответствии с

формулами (36) определяются рабенствами

nUx (г) = - и (z) (G,dr\ - J J [и (0 - и (2)] Glxdid4 -
С D

- v (г) J G,d£ -f J $ [о (0— о (z)] G^dr,,
С D

«^ (*) = -" W J fy*4 - И [a © - a (2)] G^dT] -
С D
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- v (г) J G,d£ + J J [o (0 - v (г)] Gwd|dTj,

яУх (г) - - v (г) ( GM - j J I» (0 - »(2)] G^dri +
С D

+ ы (г) \ C^dg- J j [u (£) - u (г)] Gvd|dii,
С D

nVv (z) = -v (2) J C^n- j J [0 (0 - v (г)] G^d^ +
С D

+ «(2) J Gvrf| - J j [и (0 - и (г)] G^dgdri.

Отсюда

я \U, (2) + V, (2)] = a (2) f G/l-G^

я [Vx (2) -t/„ (2)] = v (2) J 0Д- G,dT,.
с

Легко видеть, что

|<?Д-0^т, = j-^-arctg^fd|+ ^rarctg^5f^= 2я
С

и поэтому

i/,W + VtW
+t-

у*<л-и.<л
=u(z) + iv{z).

Теорема доказана 4.

В заключение укажем, что наметившаяся здесь аналогия о-диффе-
ренцирования и о-интегрирования функций комплексного

переменного с дифференцированием и интегрированием функций вещественного

переменного весьма глубока, только в первом случае везде вместо

постоянных начинают играть роль о-постоянные —

антианалитические функции. Например, если функция X(z) о-интегрируема в об-

ласти D и если в этой области о-интегрируема функция Y (г)е *
,

где под о-интегралом понимается какая-либо из о-первообразных
X (г) в области D, то общее решение линейного о-дифференциального
уравнения

*jL = X(z)w + V(z) (37)

4 Отметим, что, сформулировав и доказав теорему об о-первообразной
правильно непрерывной функции, мы по существу только воспроизвели частичное

содержание и способ доказательства двух лемм (о двойном интеграле и об особых

точках), опубликованных в нашей работе [3]. На обобщениях этой теоремы с

точки зрения теории функций вещественного переменного и функционального
анализа, возможность которых становится особенно ясной на основе работ Л. Берса
[37] и И. Н. Векуа [40, 41], мы здесь не останавливаемся.
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определяется равенством

w = eSXWd*\]e-tX(')d*Y(*)dz + c], (38)

где С — произвольная о-постоянная 6. Если коэффициенты Х± (г)
и Х2 (г) уравнения

J*L + Xl(z)-g- + X2(z)w = Q (39)

о-постоянны в области D, то общее решение этого уравнения в

области D имеет вид

w^Cfb' + Cf** (40)

при q (z) = Х\ (г) — 4Х2 (z) ць 0 и

ьи^С^ + С^е**2 (40')

при q (z) = Х\ (г) — 4Х2 (z) s 0. Здесь Ci и С2 — произвольные

о-постоянные, ft, - -^ + -^^ £ = -^ ~

т^^
Если коэффициенты Xt (z) и Х2 (z) уравнения (39) — аналитические

функции от z в области D, то общее решение этого уравнения в

области D имеет вид

w - См + C2w29 (41)

где Си С2 — произвольные о-постоянные, wt и w2 — решения
обыкновенного дифференциального уравнения

^- + Xl(z)^ + Xt(z)w = 0 (410

dWa dW-ш л m

такие, что ш4 -^ а>2 _1- ^- о. Если для уравнения

*i.+ X1W-*+Xl(i)»-0l (42)<fca ^ 1V*' dz

где Xi (z), Xa (z) — заданные функции от z = x + iy> [ Xt (z) dz

существует и существует решение Wi такое, что функция —я- £~"J** (z) 4z

ОТ

6 К уравнению (37) приводит, например, эллиптическая система уравнений
их+ vy= ри+ qv+ г, vx

— «у = —(7а + ро + s, где р, g, г, s — заданные

вещественные функции от х и у% которые могут быть записаны в виде

dw P — iq ,
r + is . .

,
.



о-интегрируема, то общее решение уравнения (42) имеет вид

w -^[cj.
1 _ Г Хх (г) dz ~

-о-е j dz + С,
«* j-

где Ci, С2 — произвольные о-постоянные.

(43)

§ 2. ТРИ КЛАССА ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ.
ОСНОВНЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Приведем некоторые общие соображения о рациональном
обобщении понятия аналитических функций комплексного переменного.

Будем исходить из линейной эллиптической системы

дифференциальных уравнений первого порядка общего вида

Ч*х + ьуи, + <V* + b2v, = V + Aj>, )

clux + d]uy + c2vx + d2vy = B1u + B2vy J (

где aiy b(, cit d0 A(J Bt (i = 1,2) — заданные функции от x и у.

Если в качестве обобщения аналитических функций ввести функции
/ (z) = и + iv комплексного переменного z = х + iy, вещественные
и мнимые части которых удовлетворяют непосредственно системе

уравнений (44), то изучение таких функций и разработка
соответствующего им математического аппарата будут связаны с

некоторыми излишними усложнениями, поскольку такие функции будут
зависеть от 12 параметров

— коэффициентов alt biy clf diy Alt Bt
(/=1,2). Поэтому в соответствии с работой [81 выполним вначале

некоторые специальные преобразования системы уравнений (44),
чтобы свести ее к такой системе уравнений в частных производных
первого порядка, которая зависела бы или от одного вещественного,

или только от одного комплексного параметра. Это нам удастся
сделать, если мы совершим только преобразование независимых

переменных (при At = А2 = В4 = В2 = 0) и преобразование
независимых переменных в сочетании с аффинным преобразованием
искомых функций — в самом общем случае системы уравнений (44).

Условие эллиптичности (например, [60]) в применении к системе

уравнений (44) означает, что характеристическое уравнение

I а1а1 + Ь1а2 а2а\ + 62а2
Д (а) =4 i А , А

I сгаг + dxa2 с2ах + d2a2
не имеет вещественных решений а4 ио^. Отсюда, в частности,

следует, что определитель

% d2\
отличен от нуля. Дело в том, что обратное означало бы, что ctpoKH
этого определителя пропорциональны, а характеристический
определитель А (а) представляется в виде двух линейных относительно

= 0ч|а1|2 + |а2|2^0, (45)
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oti и <x2 множителей с вещественными коэффициентами и

характеристическое уравнение (45) имеет вещественные корни. Поэтому,
решая систему уравнений (44) относительно vx и vyf можем заменить

ее без ограничения общности эллиптической системой уравнений
вида

аик + buy — vy= А\и + AlvA

dux + сиу + vx=* В\и + B*2v9 J

где а% bf с, d, А*9 A*2f В\, В\ — заданные функции от х и у, причем

у4ь Al, В\у Bl выражаются линейно через Aif А29 Ви В2. Условие
эллиптичности системы уравнений (46) состоит в том, что

характеристическое уравнение

I аал + fta9 — а21

U + са, а,,|-м«.г+.|«.Р*а.
не имеет вещественных корней, или, что то же самое,

1-,с-{±±±)'>0.

= 0, |<pj2 + |<pja*0

Уравнение характеристических переменных системы уравнений
(46) записывается в виде

\аЧ>х + ь% —4>д\
Иф.+Яр, фх|

и совпадает с уравнением характеристических переменных для
уравнения второго порядка

aun + 2ЬАиху + сиуу = 0, fcj =
+

.

При помощи общей замены независимых переменных

система уравнений (46) преобразуется к виду

Л, + (ft* + ±=±) ^ _ t>„ = -J- (glx - йу,

(ft*- ±^±)uk +^+^-1(^ + 4).
где

g
= A]u + A\v, h = B\u + Blv,

a* - \ (ag + 2bxl£y + ell), c* =
-j (ar]i + 2Ьхт\х^ + сц2у),

ft* - -}- IflLn* + bi (lx\ +W + "1*5J-

Выбрав в качестве новых независимых переменных | и т|

вещественную и мнимую части характеристических переменных системы урав-
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нений (46), эту систему можем записать в виде

— -^т^- ui + аХ + ^ =

-7 (гл, + лrg.
(47)

Поэтому в дальнейшем, вместо того чтобы изучать непосредственно
эллиптическую систему уравнений (44), или, что то же самое, (46),
достаточно без ограничения общности изучать эллиптическую

систему уравнений канонического вида

рих
-

qug
—

vy = а,и + a2v, 1

qux + риу + vx = р,и + P2t>, J

где /?, q, aiy cc2, рь P2 — заданные функции от x и у, причем во всей

рассматриваемой области р > О или во всей этой области р <с 0.
В систему уравнений (48) входит всего шесть параметров (вместо

12 параметров в исходной системе (44)), причем четыре из них ось

а2> Pi» Р2 являются, как это видно из (47), линейными комбинациями

параметров А\9 Al, В*и В\, а следовательно, и параметров Л4, Л2,
Ви В2.

Постараемся уменьшить число параметров, входящих в систему

уравнений (48), с помощью аффинного преобразования функций
и и v. Если положить

и = — ф, v = ур — -J- ф, ф = ри, y = v + quf

то система уравнений (48) примет вид

4>х — ^ =

"у (ai — а2Й + Рх
— Яу)<Р + <*2<Р>

У* + %
=

-у (Pi — Рг? + Ру + Ях)Ч> + Р2^.
Полагая

ф (z) = ф + п|э = pu + i (*> + <7") = аи + iv9 а = р + iqf

последнюю систему уравнений можем записать в виде

2ф

(49)

dz
= Аф + Вф,

где

(50)

(51)

(51')

Систему уравнений (51), в отличие от канонической формы (48),
будем называть нормальной формой эллиптической системы уравнений

А = а + ф = --L |^2 -|- + а, + ifc - io(а2 + /р2)], |
Г

Л

I
В = v + ifi = -jL I 2 -|- + а1 + & + кг (а, + фА
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(44), или, что то же самое, (46). Она зависит от четырех
вещественных параметров. Уменьшим число этих параметров, введя новую
неизвестную функцию

F(z) = U + iV = /ф(г) = е~J
Мг

[ри + i(v + qu)]. (52)

После умножения обеих частей равенства (51) на

/ = /(г) = е~1Л<& (52')
получаем

t*®- — Ata> = Bta>,
dz

ИЛИ

dz t

Это значит, что функция F (г), определенная равенством (52),
удовлетворяет системе уравнений

-*Г-1^. (53)
аг

где |и
— комплексный параметр,

D t D
Г -Adl+? ~Adz

|Л = г + *s = 5 -=- = ZfeJ J
, (53 )

Л и В определяются равенствами (5Г).
Таким образом, если привести систему уравнений (44), или (46)',

к канонической форме (48), т. е. если преобразовать только

независимые переменные, число вещественных параметров, входящих
в систему, снижается до шести (вместо 12). При помощи аффинного
преобразования функций и и vy определенного равенством (52)
в явном виде через коэффициенты исходной системы (что
существенно), число вещественных параметров, входящих в систему,
снижается до двух или до одного комплексного параметра \х = г + is.

В соответствии с приведенными выкладками считаем

целесообразным введение прежде всего трех классов обобщенных
аналитических функций.

К первому классу мы относим ^-аналитические функции,
введенные нами в работах [2, 3], т. е. функции f (г) = и + iv,
определенные системой уравнений

и, = -yvy, иу=
- ±-vx, (54)

где р
— заданная положительная функция от х и у. К этому же

классу следует отнести функции / (г) = и + iv> определяющиеся
системой уравнений (54) при р<0, т. е. функции,
комплексно-сопряженные с ^-аналитическими функциями. Из (47) видно, что первый класс

функций f (г) = и + iv охватывает решения эллиптических систем
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уравнений вида

аих + Ьиу — vy = 0, Ьих + сиу + vx = 09 (46')

где а, Ь9 с — заданные функции от х и у. В частности, к этому классу
функций относятся 2-моногенные функции, рассмотренные Л. Бер-
сом и А. Гельбартом [23—25]. Они определяются системой
уравнений вида

о1 (х) их = тх (у) vy9 <т2 (х) иу
= —т2 (у) vxt (46")

где (Ji, а2, Ti, т2
— заданные положительные функции своих

аргументов. Дело в том, что система уравнений (46") после введения

новых независимых переменных

переходит в систему уравнений ^-аналитических функций
ди 1 dv ди l^ dv

/Qi (*) ^2 (*)

Заметим, что систему уравнений, определяющих весь первый
класс функций, т. е. р-аналитические функции и

комплексно-сопряженные с ними функции, можно записать в комплексной форме

„-*+**—О, (54')
dz dz

где р
— заданная функция от х и у, р > О в случае ^-аналитических

функций, р <0 в случае р-антианалитических функций, т. е.

функций, комплексно-сопряженных с р-аналитическими функциями.
Ко второму классу обобщенных аналитических функций относим

введенные в работах [7, 8] (р, ^-аналитические функции f (z) =
= и + iv, определяющиеся системой уравнений

рих — quy
—

vy = 0, qux + рии + vx = 0, (55)

где р и q
— заданные функции от х и у, р > 0, а также функции

/ (г) = и + iv, определяющиеся системой уравнений (55) при р <с О,
т. е. функции, которые после изменения знака у мнимой части

переходят в (—р, —^-аналитические функции (—р > 0). Из (47)
видно, что второй класс функций охватывает все решения
эллиптических систем уравнений (44) при условии, что Л1 = Л2 = В1=52 =

= 0. Уравнения, определяющие второй класс функций в

комплексной форме, записываются следующим образом:
А А.

a-A + /*L = 0, o = p + iq, (55')
dz dz

или

(a+l)-^+(a-l)-^ = 0, (55")
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где р и q
— заданные функции от х и у, р > 0 в случае (р, <7)"анали-

тических функций и р < 0 в случае функций,
комплексно-сопряженных с (—р, —9)"аналитическими функциями.

Как видно из (54') и (55'), первый и второй классы обобщенных
аналитических функций инвариантны по отношению к конформным
преобразованиям независимых переменных; если z = z (£) —
аналитическая функция от £ = % + й], то уравнение (55') при переходе
к новой независимой комплексной переменной £ принимает вид

К третьему классу обобщенных аналитических функций мы

относим функции (52), определенные системой уравнений (53), при

условии, что \i = г + is — заданная непрерывная функция от z =

= х + iy.
Характерно, что первый класс функций зависит только от одного

вещественного параметрами для ^-аналитических функций, как

отмечалось в § 1, известны взаимные линии и коэффициент растяжений
К: бесконечно малые окружности в плоскости z = х + iy
преобразуются с сохранением направления обхода в бесконечно малые

эллипсы с полуосями / и т, параллельными соответственно оси и и оси v9

причем — = р. Второй класс функций зависит от двух

вещественных параметров р и q или от одного комплексного параметра а =*

= р + iq> и для (р, ^-аналитических функций известны взаимные

линии, составляющие с осью и углы

v -

2 aFg i -р + iq
» Щ * + 2 '

и коэффициент растяжений

К= \l+p-iq\ + \\-p + iq\
А

\\+p-iq\-\\-p + iq\
*

Третий класс функций, так же как и второй, зависит только от

одного комплексного параметра \i = г + is, хотя этот класс и настолько

широк, что охватывает решения систем уравнений (44) в самом общем

случае.
^ Замечание 1. Из равенств (48), (51), (5Г), (52), (53), (53') видно,

что всякой функции f (z) = и + iv из первого класса соответствует
функция третьего класса

1 dlnp -

—— йг

F(z) = U + iV = e J
2 dz (ри + iv) (56)

с комплексным параметром
л Г 1 din р .-, f 1 d In р v

^ = r^s=
' ^г"^^1" jT~^ (56')
* dz
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Например, если f (z) = и + iv — р-аналитическая функция с дан-

ной характеристикой р, то функция f (2) = и + iv = у ри + 1—т=
V р

удовлетворяет уравнению

dz dz
2ш_ ZtoVpfa (57)

следовательно,

- -1— = -r
' —т=^ u + i-rV P& —7=- f, A =

-3-5- + -3-=- . (57')

Равенство (57) получается из (56), (56') или непосредственно из уело-
пия р-аналитичности (55'), равенство (57') — дифференцированием
равенства (57) с учетом тождеств

d\nVp d\n\Tp d*\nV~p
=

1
# *У]>

<b dz dzdz 4 /р

din V7 d \п )Гр
_

2*\пУ~р
= _1_ у-д _Jt_

(5Г)

V7

Всякой функции f (z) = и + iv второго класса соответствует

функция третьего класса

F(z) = U + iV = e J 2р d*
*

[pu + i{v + qu)\ (58)
с комплексным параметром

Л А А Л

^ Q l dq .- С i dq ^

_J_do_e-\w-dTd*-)W—d2 (58')

Отметим как следствие равенств (58), (58'), что если а == р + t'^ —

аналитическая функция от г, то соответствующий второй класс

функций / (z) = и + iv такой, что F (г) = ри + i (v + qu)
является аналитической функцией от г.

Еще один класс обобщенных аналитических функций составляют

функции ф (г) = ф + й|>, определенные системой уравнений (51).
Эти функции с точки зрения проведения аналогий с аналитическими

функциями рассматривались в работах [2, 3, 36, 37, 40, 41J.
Существенным, как видно из приведенных выкладок, является то, что этот

класс функций отличается от третьего класса функций только мно-

жителем / = eJAdz и, так же как и третий класс, охватывает все

решения эллиптических систем уравнений (44). Следовательно, в

»гам отношении класс функций, определенных системой уравнений
(51), можно считать эквивалентным третьему классу, однако он

невыгодно отличается от последнего тем, что зависит не от одного
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комплексного параметра, а от двух комплексных или четырех
вещественных параметров. Поэтому, отдавая некоторое предпочтение

функциям третьего класса, условимся в дальнейшем для

определенности функции ф (г) = ф + гф, удовлетворяющие системе

уравнений (51), называть обобщенными аналитическими функциями
четвертого' класса.

Замечание 2. Как видно из (48), (51), (5Г), (52), (53), (53'), всякой

^-аналитической функции f (z) = и + iv соответствует функция
четвертого класса ф (г) = <р + п|э = ри + iv с комплексными

параметрами

A = B=-L*±!L, (59)

а всякой (ру ^-аналитической функции f (г) = и + iv — функция
четвертого класса ф (г) = ср + п|) = ри + i (v + qu) с

комплексными параметрами

л = в=ж%- <59'>

Таким образом, установлены явные формулы перехода от

функций первого и второго классов к функциям третьего и четвертого
классов.

Сформулируем теперь основные определения.

Пусть D — односвязная область, лежащая в конечной части

плоскости z = х + iy\ р, q, А = а + t|J, В = у + й и ц = г + is —

функции комплексного переменного z = х + iy, определенные,
однозначные и непрерывные в области D, пр ичем р и q вещественные

и р>0.
Функцию / (г) = и + iv комплексного переменного z = х + iy

будем называть ^-аналитической в области D с данной
характеристикой р = р (х, у), если в этой области она определена, однозначна
и ее вещественная и мнимая части имеют непрерывные частные

производные пб х и у и удовлетворяют системе уравнений (54). Будем
говорить, что функция f (z) = и + iv комплексного переменного
z = х + iy р-аналитическая в точке z0 Ф оо, если она р-аналити-
ческая в некоторой области, содержащей точку г0; р-аналитическая
в точке г0

= оо, если она р-аналитическая как функция от £ = \ 4-

+ iг\ = — в точке £ = 0; ^-аналитическая в неодносвязной области,

если она р-аналитическая во всякой односвязной области,
содержащейся в данной неодносвязной области; ^-аналитическая в

замкнутой области, если она ^-аналитическая в данной области и в

точках ее границы.
Функцию f (z) = и + iv комплексного переменного г = х + iy

будем называть (/?, ^-аналитической в области D с данными

характеристиками р = р (х,у), q = q (х, у), если в этой области она

определена, однозначна и ее вещественная и мнимая части имеют

непрерывные частные производные по х и у и удовлетворяют системе урав-
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нений (55). Определения (р, ^-аналитических функций в точках

г0 ф О и г0 = оо, в неодносвязной и замкнутой областях такие же,

как и соответствующие определения ^-аналитических функций,
только вместо р-аналитичности функций следует говорить о (р,
^-аналитичности функций.

Функцию F (г) = U + iV комплексного переменного z = х +

+ iy будем называть обобщенной аналитической функцией третьего
класса в области D с данным комплексным параметром \л = г + is,
если в этой области она определена, однозначна, имеет непрерывные
частные производные по х и у и удовлетворяет уравнению (53).
Будем говорить, что функция F (г) = U + iV комплексного

переменного z = х + iy является обобщенной аналитической функцией
от г третьего класса с параметром \i = г + is в точке z0 Ф оо, если

она является таковой в некоторой односвязной области,
содержащей г0; в точке г0 = оо, если она является таковой как функция от

£ = \ + it) = — в точке £ = 0 с параметром \i* = г* + is* =■

=— г2 (г + is). Определения обобщенных аналитических функций
третьего класса в неодносвязной и замкнутой областях
аналогичны соответствующим определениям р-аналитических и (р, q)-
аналитических функций.

Функцию ф (г) = ф + £ф комплексного переменного z = х +
+ iy будем называть обобщенной аналитической функцией четверо
того класса в области D с данными комплексными параметрами А и

В, если она в этой области определена, имеет непрерывные частные

производные по х и у и удовлетворяет уравнению (51). Определения
обобщенных аналитических функций четвертого класса в точках

г0 ф оо и z0 = оо, в неодносвязной и замкнутой областях
аналогичны соответствующим определениям обобщенных аналитических

функций третьего класса.

^-аналитические и (р, ^-аналитические функции, в отличие от

всех возможных классов обобщенных аналитических функций,
связанных с эллиптической системой дифференциальных уравнений
(44), будем называть основными обобщенными аналитическими

функциями.

Из определений следует, что сумма и разность ^-аналитических
или (р, ^-аналитических функций, а также произведение этих

функций и вещественной постоянной являются ^-аналитическими и

соответственно (р, <7)-аналитическими функциями. Если f (z) = и -\-

+ iv — ^-аналитическая функция, то /* (z) = if (z) является

—аналитической функцией; если f* (z) = и + iv — (р, <7)-аналитиче-
екая функция, то /* (г) = // (г) является (р*, <7*)-аналитической

функцией, где р* = р2^2 , <7* = - p2g+q2 .

В самом деле, решая равенства (55) относительно их и иу,
получаем

р*ил _ q*Vy _ (__ и)у
= о, q*vx + p*vy + (— и)х = 0.
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Отсюда следует справедливость высказанного утверждения. В этом

же можно убедиться, записав уравнения (р, ^-аналитических
функций

du .do л

dz dz
<J = p + iq>

в виде

° dz dz

Это значит, что при умножении / (г) на i комплексный параметр а

1
переходит в комплексный параметр —.

Отметим, что если w = / (г) = и + iv — р-аналитическая функ-
uyvx Ф 0, тоция и J = uxvy

дх ду
~ди р dv

дх

dv (60)
1 ду .

р ди
'

если при тех же условиях w = / (г) = и + iv является (р,
^-аналитической функцией, то

дх

-ж—'-4-0. -Я-^г + ^г + Р^г-0. (600dv dv dv dv

Действительно, применяя к уравнению w — / (z) = 0 формулу
для о-производной обратной функции (б"') (см. § 1), получаем

dz

dm

df
dz

л.

df
dz

2 Лк 1

dz 1

dz

dw

df

dz

df

dz

df
dz

(60*)

Записав уравнение (/?, ^-аналитических функций (55') в виде

iL(a+l) + 4-(a-l) = 0
dz dz

и воспользовавшись (60"), находим

%(" + i)-|r(.-i)-o.
или

-Н-г—г-+'(-г-+-£-)]«-+»--
-х[тв-+4-+'(-г--тт)]*'-'>-*

Отсюда при о = р
дх

ди -Р*-0. ■*+/>-£--*.до ди
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при а = р + lq
дх

~ дУ л
дх (\ дУ \ ~

дх
п дУ с\

что совпадает с равенством (60').
Выше было показано, что всякой ^-аналитической функции

f (г) = и + iv соответствует по формуле (56) функция третьего
класса с параметром (56') или функция четвертого класса ф = ри +

+ iv с параметрами (58'), всякой (р, ^-аналитической функции
/ (г) = и + iv соответствует по формуле (57) функция четвертого
класса с параметрами (59).

Возникает обратный вопрос, имеющий существенное значение:

можно ли заданный третий или четвертый класс обобщенных
аналитических функций с помощью аффинных преобразований их

вещественных и мнимых частей преобразовать в какой-либо класс

основных обобщенных аналитических функций, т. е. в какой-либо класс

^-аналитических или (р, ?)"аналитических функций при
соответствующим образом подобранных характеристиках р и q. Этот вопрос,
как показано в нашей работе [47], решается при помощи следующих
двух теорем.

Теорема 1. Если ф (г) = ф + i\|?
— обобщенная аналитическая

функция четвертого класса с параметрами А = В, т. е. ф (г)
является решением уравнения

*»=А(Ф+Ф), (61)
dz

и если а* = р* + iq* (р* > 0) является решением этого же

уравнения

-*£ = А (а* + 5*), а* - р* + lq\ р* > 0, (6Г)
dz

то }(г) = и + iv, где и, v определяются равенствами

является (/?*, q*)-аналитической функцией с характеристиками р*
и q*9 определяющимися уравнением (6Г).

Л *- Ak -~

В самом деле, для выражения L = <т* —^- + i —— имеем
dz dz

L P dz
v

dz P* J I dz P* dz
^

,
/ 1 dq* * d 1 \1 dO 1 dp i dq*

dz

или

dO> 1 do*
L =

If-^^(ф+ф)-
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Это означает, что если -тЛг-^?- = А, то L = 0 и / (г) — и + iv

является (/7*, <7*)_аналитической функцией с характеристиками
р* и <7*, определяющимися уравнением (6Г).

Теорема 2. Пусть F (z) = U + iV — обобщенная аналитическая

функция третьего класса с заданным параметром \i — \i (г), m. е.

F (г) является решением уравнения (53). Тогда, если X и v — какие-

нибудь фиксированные решения соответственно уравнений

—=- = цХ, —^- = — jxv (62)

такие, что

± = 0* = p* + iq*, р*>0, (62')

где р* и q* — какие-либо функции от х и у (р* >» 0), функция

f (г) = и + iv, определенная равенством

F(z) = U + iV = v [р*ы + i (v + q*u)] (63)
или равенствами

а=-1ф, у = г|р--^-Ф, (63')

Ф = Re [4 ^ (г)\ уР = Im [± F (г)], (63")

является (р*, q^-аналитической функцией с характеристиками р*
и q*, определяющимися равенствами (62), (62').

В самом деле, полагая в уравнении (53) F (z) = хф (г), получаем
/ч /ч

v —=- = — ф -4- + fxvQ = Vi4 (ф + Ф),
dz de

где (в силу второго из уравнений (62))

а = —LiL = _L^. v (63-)
v dz v

Таким образом, функция ф (г) = ф + гф = — F (г) является

обобщенной аналитической функцией четвертого класса с параметрами
А = В, где А определяется равенствами (63'"). В силу первого из

уравнений (62), это же самое можно сказать о функции — = <т* =

= р* + iff. Поэтому на основании теоремы 1 функция / (г) = и +

+ iv, определенная равенствами (63'), (63"), является (/?*,
^-аналитической с характеристиками р* и q*, определяющимися
равенствами (62), (62').

Установим еще одну теорему, при помощи которой также можно

положительно решить поставленный выше вопрос.
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Теорема 3. Пусть ф (г) = <р + iя|> — обобщенная аналитическая

функция четвертого класса с заданными параметрами А и В, т. е.

ф (г) является решением уравнения (51). Пусть ф4 (г) = ф4 + ирь

Фг (2) — Фг + ^2 — фундаментальная пара функций данного
четвертого класса, т. е. функций, удовлетворяющих уравнению (51)
и таких, что

1-^ = °* = Р* + {Я*> (64)

л?е р* и q* — какие-либо функции от х и у {р* > 0). Тогда функция

](г) = и + iv, и =

р*|Фа|2 (q*h —4*Pi). у = —

р*\ф2\г (— Ф*1 +

+ фф1), (65)

6j/d^m (р*, ц*)-аналитической функцией с характеристиками р* и

q*, определяющимися равенством (64).
В самом деле, равенство (65) означает, что и и v являются

решением системы уравнений

щи + q>2v = ф, ^ги + \t>2v = ф
с определителем А = ф^а — фа^ = р* |ф212 (в силу (64)).
Подставляя ф (z) = uOi + оф2 в (51), получаем

л /-»/

Ф^г) da . dp
_ 0

Ф2(г) £
"*"

di
~~

'

а это, в силу (55'), означает, что / (г) = и + iv является (/?*, q*)-
аналитической функцией с характеристиками р* и д*,
определенными равенством (64).

§ 3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ

ПО СОПРЯЖЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

р-ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И (р, ^-ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

Пусть/ (г) = и + iv — функция комплексного переменного z =

= х + iy, имеющая непрерывные частные производные по х и у,
о = р + iq — заданный непрерывный комплексный параметр,
непрерывно дифференцируемый по х и у достаточное число раз, р > 0.

Условимся операторной /^-производной функции f (z) = и + iv по

z = х + iy называть выражение

и операторной (/?, ^-производной по z = х + iy — выражение вида

P*J№ „
du

i
• dv pux — quy + Vy ,

. vx — qux — puy ,nni\

—k-=a-dT+t-dr= 2 -+' 2
• (66)
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Отметим, что

dpf(z) _ dpf(z) dpJ W
_

dpt_q f (z)
_

pUx _ qUy + Vy
d*

~

di
' dz

~

di
~

2 "+-

Теорема 1. Для того чтобы в классе функций f (г) = и + fof
имеющих непрерывные частные производные по х и у, существовал

lim р(»)Дм + <ДР
j Дц = а(2 + Д2) —tt(2), Д? = У (2 + Дг) — У (z),

д2-о Аг

(66")
«в зависящий от способй стремления Дг к нулю, необходимо и

достаточно, чтобы функция f (г) = и + iv была р-аналитической. При
выполнении этого условия справедливы равенства

dpi (г)
__

рих + уу ,
. Vx—puy

= jim ?Ац + t'Au
_

dz 2^2 д2^0 Аг

= Р -% + i-^jf ^Р{их — Шу) = i(vx — ivy). (67)

Для того чтобы функция / (г) = и + ivt имеющая непрерывные
частные производные по х и у, была р-аналитической, необходимо и

достаточно, чтобы

dofW
= 0. (68)

dz

В самом деле, считая, что предел (66") существует,
полагаем Дг = Да: и затем Дг = iAy. Переходя к пределу при Дг -> 0 и

сравнивая один результат с другим, получаем

pux + ivx = vy—ipuy
и, следовательно,

du
,

. do Л

р —=- + i —^ = 0.н
dz
^

dz

Это значит, что функция / (г) = и + iv /^-аналитическая. Пусть
теперь дано обратное, т. е. что / (г) = и + iv — функция /7-анали-
тическая. Имеем

р (г) Ац + iАр
Az АгАг

/ч /ч / /ч /ч \

, ч
du ,

.do
, / , \

du . . dv \ Az

__ n

du
л. ; dv

—
Pu* + vv a. ; vx^Puv _

p dz ^l~dz
*

2 r* §

= P ("* — *'«„) = * (vx — ivg).
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Справедливость утверждения второй части теоремы вытекает из

равенства
*ч

dpi (г)
__

рих — vу . ух + риу

—£ 2 +t—2 '

Замечание. В тех случаях, когда / (г) = и + iv — р-аналити-
ческая функция, будем говорить о ее /7-производнойпо г вместо

операторной /ьпроизводной по г. Это вполне естественно, так как в

указанных случаях, в силу доказанной теоремы, операторная /?-произ-
водная по г (66) представляется в виде предела отношения

комплексных приращений (66"). р-производную по г будем обозначать p^v .

Теорема 2. р-производная —р'^ р-аналитической функции

f (г) = и + iv является обобщенной аналитической функцией четвер-
/Ч Л

того класса с параметрами* А =

ъ =-, В = —^—-~, т. е.
*>Р dz lp 02

£ dz~ 2P 02 dz 2P 02 02
■ (by)

Всякую обобщенную аналитическую функцию ф (г) четвертого

класса с параметрами А =

-^ ?г, В= — -=—-£-угдер—заданная по-
*Р аг zp 02

ложительная непрерывно дифференцируемая функция, можно

рассматривать как р-производную p'Jy некоторой р-аналитической

функции f (z) = и + iv с характеристикой р.
В самом деле, учитывая, что

dz н dz
' dz '

dz dz dz

получаем
/Ч /ЧУЧ /Ч /Ч Аь Л ** *

d dpf __
dp du

,
d2a

,
. d2v

_
dp du dp du

,

di ~dz
~~~

dz & ozdz dzdz
""

£ d* dz di

,
d ( du\ ,

d (. dv\ 1 dp / dw
,

. du \
,

л//ч л
\

/\ t * *
\

dp [nJ^_iJto\ 1 dp I du :
dv \

di \P dz
l

dz ) 2p dz \P dz dz)
Л / Л /Ч V

dp / du
,

. df I

2p

—^-S-lPJ^-+'-
или

dpf 1_JL M. 1 dp dpf
di dz 2p Jz dz s 2p dz dz

• Предполагается, что характеристика p непрерывно дифференцируема по х

и у.
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Первая часть теоремы доказана. Полагая ф = рфи из равенств

{-Ъф
2 <к

та ^Ф л г йфл Л

получаем Re —— = 0, lm —=Л = 0, и, следовательно,
существуем dz

ют вещественные функции и и v от х и у такие, что

Ф = ^ + шх, <b1 = ux — iuy.
Из равенства t^ + ivx = р (ux — iuy) заключаем, что / (г) =
= u + iv — р-аналитическая функция с характеристикой р. Из

равенств (67) следует, что функция ф = р (их — iuy) является

р-производной функции / (г) = и + *у.

Теорема 3. Если ™ = р (их — iuy) — р-производная р-ана-

литической функции f (г) = и + iv, то ее аффинное преобразование

f(z) «й + Йв1Ф+ *(г|>- -£-<p), (70)

где

-*[тт•+-*-]• *=,ш1тт•+*]■ т
o* = p*+iq* = ±-, р*>0, (70")

А. и v — какие-либо фиксированные решения уравнений

А = -JlAjc, i= ___LiLv (70-)

такие, что Re — > 0, является (/?*, ц*Уаналитической функцией
с характеристиками р* и q*, определенными равенствами (70"),
(70'").

Справедливость этой теоремы следует из теоремы 2 § 2, если

учесть, что функция F (г) = U + /К = —=-—^—, в силу (69), яв-

ляется обобщенной аналитической функцией третьего класса с па-

1 dp
раметромц = — —-£-.

Замечание 1. Если р = Р\ (х) р2 (у), где рх (х) — функция
только от х, р2 (у)

— функция только от уу то уравнениям (70"') можно

удовлетворить, полагая X = ]/р2 (у) , v = ]/ pt (х) ,

VPi(x) УР2(У)

следовательно, в силу (70"), р* = р2 (у) —т-т-, Q* = 0 и аффинное
PlKx)
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преобразование (70), (70') принимает вид

}(г)~и + iv = рг (х) их
— ip2 (у) ид.

Замечание 2. Если р = рх (а) р2 (Р), гдер* (а) — функция только

от а, р2 (р) — функция только от р, причем ю = а + *р —

аналитическая функция от г, то уравнениям (70'") можно удовлетворить,
полагая

В самом деле, первое из равенств (70///) принимает вид

iii. JLi/"pT ^_

<* l" V Р1Р2 \/~Р2 <k

<b* £ V Pl
<k * Pi cfo

'

или

i-h/i—i-taVpR
и, следовательно, выполняется. Второе из равенств (70/;/)
преобразуется к виду

dz d

или

i_ l/рГ = d In У Plp2 l/Pi_ dz_
S V Pi <b * P* da

'

ш
V p2 d(a Hir2'

do)

и, следовательно, удовлетворяется.

Из (70") в данном случае имеем р* = р2 (Р) —т-r, q* = 0. Аф-

финное преобразование (70) р-производной p'Jf' р-аналитической

функции/ (z) = и + iv принимает зид

f(z) - i + to - ft (a) Re [-g- (a, - to,)] + ip2 ф) Im [-g-(«, - ш,)]
и является p*-аналитической функцией с характеристикой р* =

Замечание 3. Если In р — гармоническая функция от х и у,
то уравнениям (70"') можно удовлетворить, полагая

и, следовательно, в этом случае, в силу (72"), р* = —, </* = 0.

Аффинное преобразование (70) р-производной р^ принимает
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вид

и является р*-аналитической функцией с характеристикой р* = —•

Условимся р-интегралом вдоль контура Г функции о> (г) = а +
+ t'P комплексного переменного г = х + iy называть выражение вида

f о (2) rfp (г) — Re f— © £fe + Пт f ю fife. (71)
r r r

Теорема 4. р-интеграл р-производной по z р-аналитической
функции t (z) не зависит от пути интегрирования, соединяющего какие-

либо точки z0uz,u выполняется равенство

\^^ = Ref-J-^a* + *1ш1*£l dz -/«-«*>.
го ie «о

(71')
Справедливость утверждений теоремы непосредственно вытекает

из равенств (67). Из равенства (71') видно, что р-интеграл можно

рассматривать как левый обратный оператор по отношению к

р-производной по г в классе р-аналитических функций.
Теорема Г. Для того чтобы в классе функций f (г) = и + ivf

имеющих непрерывные частные производные по х и yf существовал
предел

'

,. аДи + /Да
lim f ,

не зависящий от способа стремления Аг к нулю, необходимо и

достаточно, чтобы функция f (г) = и + iv была (р. цУаналитической.
При выполнении этого условия справедливы равенства

dp.gfW
__

Р"х + Я"у + Уу , / Ух + Я"х — PUy _ i:m
аДи + t&V

—е—~ 2 + '
2 д1™ г

-

/ч /ч

= °^ + i^ = P(»x-i»y)=P-j(vx-tov)' (67')

Для того чтобы функция f (z) = и + iv, имеющая непрерывные
частные производные по х и у, была (р, цУаналитической,
необходимо и достаточно, чтобы

*ld® = о. (68')
dz
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В самом деле, считая, что предел (71") существует, имеем

или

ди . . dv dv
°

дх + 1~дх
""

ду

/ч А

du ,
. dv

а —=г + *-тгт-
d? dz

ди

ду

= 0.

Это означает, что / (z) = и + i v является (р, ^-аналитической
функцией. Пусть теперь / (г) = и + iv — (/?, ^-аналитическая функция.
Имеем

оАи + i&v (du
du -\ / dv dv -\

-— Аг +^- Аг +1 -— Лг + -^т-Аг + о(Дг)
<& dz / \ & dz I

Аг
~~

Аг

-^ гг

**
-1_ /

dt;
—

?"* + <7"j/ + ^ I ; Ox + <Px—PUy _

^p{ux-iuv) = 2p^ = 2p±^ = p-L-{vx-ivy).
Справедливость второй части теоремы вытекает из равенства

dpJ№
_

pux — quy
— vy . / Ox + 9"* + Р%

~£"" 2 + '
2

'

Замечание. В случае (р, ^-аналитических функций вместо

операторной (/?, ^-производной по z будем говорить о (р,

^-производной по г, которую обозначим через —^ .

Теорема 2'. (/?, д)-производная по z (/?, ц)-аналитичеекой функции
f (z) = u + iv является обобщенной аналитической функцией четвер-

того класса с параметрами7 А = -^ г- «В =
~—т~ » т- *•

zp ^ ^Р №

d dpj
=

1 do dpJ 1 da dpj (6Qf)
£ dz 2p £z dz 2p dz dz

' * ;

Всякую обобщенную аналитическую функцию Ф (г) четвертого класса

с параметрами А =
-* г- и В =

^—дт- (а = р + iq)можно

рассматривать как (р, цупроизводную некоторой (/?, ц)-аналитиче-
ской функции f (г) = и + iv с данными характеристиками р и q.

В самом деле, учитывая, что

dz dz
T

<fe
*

& <fe
^

dz

7 Предполагается, что pit q имеют непрерывные частные производные^по хиу.
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получаем
Л, А А А А АА АА

d aPtgf
_

da da
,

d?u
,

. d2v
__

do du da du .

dz & "ей dz
°

dzdz dzdz" dz & dz &
Л л л л Л Л

,
d I du \ ,

d I. do \ 1 da .
,

-\ du
+ *(°т) + т(,т) = ¥Т(о + (,)1Г-

Л A> АЛЛ Л А

1' ,
-ч da du 1 da l du , .dz \ . 1 da I- du

Л Л A A

. dv \ 1 da I- du . dv \

dz J HjT ~dT \° ~JZ
l

~£~)
А А Л

'

1 da I du . . dv \
~Ъ dz ^^r + 'ir]'

или

d dPt j __

1 da dp, <f 1 da_ dPJ
cQ dz %P <& dz 2p dz dz

Первая часть теоремы доказана. Полагая в уравнении (51) ф = pW
и ф = -г )(, где ¥ и X — некоторые новые неизвестные функции

а

получаем
А А А А

P
dk

~

й
+ ^ & 2 dz *•

JL *L = / !L JL j- JL ^L _±Л L _*L J- =з

Ъ <k \ <k a 2 & о Г 2 dz a X
^

~~

~2~ IP" "^Г" 2 Л о "'

Из этих равенств следует, что
А А

1т_Ё_чг = о, Re-£-X = 0.
az az

Поэтому существуют вещественные функции и и v от * и у такие,
что

¥ = их — шу, % = i (vx — ivy).
Из равенств

Ф = р¥ = -|-х = р(их-шу) = -£-i(vx-ivy)
получаем

pux—quy
—

vy = 0, </ых + риу + vx = 0.

Это означает, что f (z) = и + iv является (р, <?)-аналитической
функцией с характеристиками р и q, а ф = /? (мх — шу) =

=-£-i (vx — ivy)t в силу (67'), — ее (р9 <7)"пР0ИЗВ°Дн°й- Теорема
о

доказана.
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Справедлива следующая теорема:
dD j

Теорема 3'. Если -^- = р (их — iuy) — (р^-производная (p,q)-
аналитической функции f (z) = и + iv9 то ее аффинное
преобразование

f(z) = u + iv = -^-Ф + i(^-^r ф) . (72)
где

(72')
a* = p*+i9* = A, р*>о, (72")

Я ы v — какие-либо фиксированные решения соответственно
уравнений

d ! *>_ 1 т ^v
_

l do t -

„,„.

&
-

2P dz TA> ~dT~~2F~dTT {U '

такие, что Re — > О, является (p*, ц*уаналитической функцией
с характеристиками р* и q*, определенными равенствами (72"),
(72'").

В самом деле, из уравнения (69') следует, что функция F (z} =

= U + iV = t р£ является функцией третьего класса с

параметром м- = 2—Ш—~ (а = Z7 + '?)• Поэтому, в силу теоремы 2

§ 2 или равенств (63'), (63"), (62), (62'), функция f (z) = и + iv,
определенная равенствами (72), (72'), является (р*, ^-аналитической
с характеристиками р* и ^определенными равенствами (72"), (72'").

Условимся (р, ?)-интегралом вдоль контура Г функции со (г) =
= а + ф комплексного переменного z = х + iy называть

выражение вида

\ со (г) dPf gZ = Re \ — со dz + i\m I — со dz. (73)
г г г

Теорема 4\ (/?, цуинтеграл (р, ф-производной по z (/?, ц)-ана-
литической функции f (г) не зависит от пути интегрирования,

соединяющего какие-либо точки z0u zyu выполняется равенство

*

=/(г)-/(20).
*"

(73')
Справедливость утверждений теоремы вытекает непосредственно

из равенств (67'). Из равенства (73') видно, что (/?, <7)-интеграл
можно рассматривать в определенном смысле как левый обратный
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(74)

оператор по отношению к (р, ^-производной по г в классе (р,
^-аналитических функций.

Сопряженными переменными, соответствующими данной

характеристике р = р (х, у) > О, будем называть в соответствии с

работами [2, 3] дважды непрерывно дифференцируемые функции
комплексного переменного

Z = X + \УУ Z = X + iYy
если

Z*=X + iY, — iZ* = Y—iX (Z* = X + iY)
являются р-аналитическими функциями в рассматриваемой области
с данной характеристикой р = р (х, у), т. е. если выполняются

равенства

хх = — Yy9 Ху = Yx

Y* = JXy> Y9==~X^
или в комплексной форме

1 ' "L (75)
dz

= l £L
& Р dz )

Сопряженные переменные в той или иной области D будут
сопряженными переменными также во всякой области, содержащейся в данной
области D, и в этом смысле они не зависят от области. Отметим, что,
как видно из (74) или (75), X и Y являются произвольными р-гармо-
ническими функциями (вещественными частями произвольных р-ана-
литических функций). Однако после того, как переменная Z = X +

+ iY фиксирована, вторая переменная Z = X + iY определена с

точностью до постоянного слагаемого. Поэтому будем называть Z =

= X + iY основной, a Z = X + iY — вспомогательной

сопряженными переменными. Переменные Z - X — iY и Z = X — iY будем
называть антисопряженными, первую — основной, вторую —

вспомогательной.

Интегралом по сопряженным переменным, или, короче, по

сопряженной переменной Z = X + iY функции / (z) = u + to (не
обязательно р-аналитической) вдоль контура Г, будем называть

выражение вида

{f(z)dpZ = ^udZ + ivdZ = [udX — vdY + i\vdX + udY =

г г г г

= \(ри + iv) -g- dz — (ри — iv) —=- dz. (76)
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Сопряженными переменными, соответствующими данным

характеристикам р и q (р > 0), будем называть в соответствии с работами
[7, 8, 46] дважды непрерывно дифференцируемые функции
комплексного переменного z = х + iу

Z = X + iY, Z=X + iY,
если

Z* = X + iY, — iZ* = Y — iX (Z* = X + iY)

являются (p, —^-аналитическими функциями в рассматриваемой
области сданными характеристиками/? и —q, т. е. если

выполняются равенства

pXx + qXy-Yy = 0, -qXx+pX„ + Yx = Q,

pYx + qYy + Xy = Q, -qYx + pYy-Xx = 09

или в комплексной форме

dZ dZ Л
а —j -г— = 0,dz 6z 9

-dz
,
dZ А . .

с£г dz

(74')

(75')

Будем называть Z = X + iY также основной, a Z = X + iY_ —

вспомогательной сопряженными переменными, Z = X — iY и Z =

= X — iT — антисопряженными переменными. Существенно, что X

и У являются (р% —<7)-гаРмоническими функциями, т. е.

вещественными частями (р, —^-аналитических функций, и удовлетворяют
уравнению

-^ (рих + quy) + -^- (риу — qux) = 0.

Из (75), (75') следует, что при конформном преобразовании
независимой комплексной переменной г = х + iy сопряженные

переменные Z и Z остаются сопряженными переменными с соответствующей
характеристикой р или соответствующими характеристиками р и q.

Интегралом по сопряженным переменным, или, короче, по

сопряженной переменной Z = X + iY функции / (г) = и + iv (не
обязательно (р, ^-аналитической) вдоль контура Г, будем называть

выражение вида

i / (z) dPt qZ = udZ + ivdZ =

Г Г

= f (<га + iv) -^-dz — (ди — iv) -Я- dz. (76')
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В качестве обобщения теоремы Коши из теории аналитических

функций получаются равенства

J/(z)d„Z = 0, (77)

f/(z)dp,aZ = 0, (77')
с

где С — замкнутый спрямляемый контур, ограничивающий одно-

связную область D, / (г) — ^-аналитическая функция в D + С в

случае равенства (77) и / {г) — (р, ^-аналитическая функция вО +
+ С в случае равенства (77'). Для доказательства равенства (77'),
а следовательно, и равенства (77) (если считать q

= 0) достаточно

учесть, что

[ f (г) dPtqZ = у (иХх- vYj dx + (иХу - vYу) dy + i f (vXx +

+ uYx)dx+(vXy+uYy)dy,
и к правой части последнего равенства применить формулу
Грина, учитывая при этом, что/ (г) = и + iv— (р,

^-аналитическая функция, aZ* = X + iY и — iZ* = Y — iX — (p, — q)-
аналитические функции.

Заметим, что приведенная обобщенная теорема Коши для (р, q)-
аналитических функций остается справедливой, если условие (p,q)-
аналитичности / (г) на С заменить условием существования на С
ее непрерывных предельных значений изнутри, к которым / (г)
стремится равномерно при подходе к С. Доказать это утверждение,
если предположить, что контур С кусочно-монотонный, можно

простым повторением выкладок, которые приводятся при доказательстве
подобного рода "утверждения в случае аналитических функций [59].

Будем говорить, что характеристики р и q удовлетворяют
условию а, если в окрестности всякой точки г0

= х0 + iy0
рассматриваемой области существует решение системы уравнений (55) такое, что

ди

дх
А

ди
= 5,

1*0

где А и В — произвольно заданные числа.

Теорема 5. Пусть характеристики р и q удовлетворяют условию
а, тогда линейный интеграл общего вида

г г

J (uXi -vYt)dx + (uXt — vY2)dy + i^ {uY1 + vXjdx +

+ (uYt + vXJdy, (78)
где f (г) = и + iv — (/?, qyaHaAummecmR функция, a Xit X2t Yu

У2, Xu X2, Yu Y2 — произвольные непрерывно дифференцируемые
функции от ху у, не зависит от пути интегрирования Г, соединяю-
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щего точки г0 и г, в том и только в том случае, когда он совпадает с

интегралом по сопряженным переменным (76').
В самом деле, для того чтобы интеграл (78) не зависел от пути

интегрирования, соединяющего точки г0 и г, необходимо и достаточно,
чтобы этот интеграл по Любому замкнутому контуру С,

ограничивающему какую-либо область £>, равнялся нулю, или, что то же

самое, чтобы

яда-#н(-дУ2
дх

дУг
ду

+
ди

~дх **+%**-
ди

X,
dv

дх г*
ду

dxdy = О,

дХх
ЯК*--£■)+• (-2-^)+

ди f

Отсюда, в силу того что / (г) = 1 и / (г) = i — (/?, ^-аналитические
функции, получаем

у _

дх у _ ^Х_ v —

dY v —

ду

Л1--^т» л2- ду » ri — a* f Г2~~~&Г'дд:

у ах ^ ах
Л1 =-дГ» Л2

=

ау
у -JL у -J?Lr х

"*

дх ' г
2
""

ду
'

(78')

где X, Y, X, Y — дважды непрерывно дифференцируемые функции
от х и у. В силу условия а

Xt + pYi + qYi-O, -9У1 + рК1_Х1=0|

f2- рХ2 - </Х2 = 0, ЧХХ - У\ - рХ2 = О,

или

дУ

дх

дУ

дур-^г+?^г + ^г = °» —Я
дХ

ду

дУ дУ дХ

дх ду дх
= 0,

дХ . дХ

Р-дГ+Ч-^
дУ п дХ

,
ах

,
дУ Л

*У а* ау а*

Последние равенства означают, что — iZ* = Y — iX и Z* = X +

+ iK — (р, —<7)"аналитические функции. Подставляя (78') в
интеграл (78), убеждаемся, что этот интеграл принимает вид

2 . 2 2

J udX — vdY + i f vdX + udY = f «dZ + fedZ = f / (г) d„, „Z.
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Следствие 1. Из доказанной теоремы следует, что интеграл по

сопряженной переменной Z = X + iY
z г

Г (г) = и* + iv* = f / (z) dp, „Z = f udZ + ivdZ =

г. *o

z Л Л

= J (aw + iv) -^-dz — (ou—iv) М- dz (79)

является вполне определенной функцией комплексного переменного
z = х + iy в области (/?, <7)"аналитичности функции f (z) = и + iv.

Например, в случае р — 1, ? = 0, полагая Z = г = х + iy,
получаем

j/(2)dPf<7Z = J/(*)&.
В этом же случае при Z = х (X = л:, Y = 0)

2 2

j/(z)dp,,,Z = nmj/(2)rfz.
Следствие 2. Из теоремы о сохранении области для (р,

^-аналитических функций (доказательство см. в § 7) следует, что Z* = X +

+ iY и Z* = X + iT при X ^ const, Y ф const npeo6pai3yioT
область в плоскости z = х + iy в область соответственно в плоскости

Z* или Z*. Поэтому (р, ^-аналитическую функцию / (г) = и + iv

в равенстве (79) можно рассматривать как функцию от Z* или от Z*.

Применяя формулу Грина к вещественной и мнимой частям интеграла
по сопряженным переменным (79), приходим к выводу, что

вещественная и мнимая части (р, ^-аналитической функции / (г) = и + iv
должны удовлетворять равенствам

ди dv
Л

dv . ди Л

ал
ду дх

oy

В частности, если положить X = У, то в силу (74) (при ? = 0)

X = —Y и второе из последних равенств совпадает с первым.
Замечание. Из доказанной теоремы следует, что 2-интеграл,

рассмотренный в работах Л. Берса и А. Гельбарта [23—25] и

обобщенный в ряде других работ [29—31 ] в применении к системе

уравнений (55), должен всегда совпадать, с одним из частных видов

интеграла по сопряженным переменным (79).
Теорема 6. Пусть сопряженная переменная Z = X + iY9

соответствующая характеристикам р и q (р> 0), такая, что

t-%- 4- = а* = р* + iq\ Р*Ф0. (79')

dz
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Тогда интеграл f* (z) = и* + iv* по сопряженной переменной Z =
■= X + iY (р, цУаналитической функции f(z) = u + ivc даннйми

характеристиками р и q будет обобщенной аналитической

функцией второго класса, и в частности при р* > О — (р*, ц*)-аналити-
ческой функцией с характеристиками р* и q*f определяющимися
равенством (79').

В самом деле, в силу (79)

df* , , .ч
dl df* г .

ч
dZ

и, следовательно,

111 JL 4. i21— =0
ей di dz dz

или, в соответствии с (55"),

Из последнего равенства получаем

*
= (JL 4- —\ / **z

_ .^ЁЛ"1 =■
• i*_ _L

I dz di )\ dz dz ) dz 2y

что совпадает с равенством (79'). Теорема доказана.

Найдем теперь в соответствии с работами [7, 8, 46] необходимые и

достаточные условия для того, чтобы интеграл по сопряженным
переменным произвольной ^-аналитической функции был функцией
того же класса, т. е. ^-аналитической функцией.

Теорема 7. Для того чтобы интеграл по сопряженной
переменной Z = X + iY произвольной р-аналитической функции f (г) =
= и + iv был р-аналитической функцией, необходимо и

достаточно, чтобы

— iZ = Y — iX, Z = X + iY

были р-аналитическими функциями.
В самом деле, из (79) находим

и\ = иХх— vYx, иу = иХу — vYy9

vx = uYx + vXx, vy = uYy + vXy.
Отсюда

*: + Tv: = u(x. + jrY.)-v(Y,-±Xx).
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Учитывая, что / (г) = 1 и / (z) = i — ^-аналитические функции,
приходим к выводу, что

Xx = pYy, Xy = -pYx.
Теорема доказана.

Теорема 7'. Для того чтобы интеграл по сопряженной перемен-
ной Z = X + iY произвольной р-аналитической функции f (z) =
= и + iv был р-аналитической функцией, необходимо и

достаточно, чтобы характеристика р была функцией от какой-либо
гармонической функции а = а (х, у). Если это условие выполнено, то
сопряженные переменные и интеграл по сопряженной переменной Z
соответственно имеют вид

Z = X + iY = р — i Г
-у-,

Z = X + iY = Р — I Г pd а, (80)

2 г

/*(г) = и* + ш* = ^udfi+v-^ + i^vdfi-upda + f*(z0), (80')

где р — функция 8
такая, что со = а + ф — аналитическая

функция от г = х + iy.
В самом деле, условие р-аналитичности функций

Z* = X + iY, —i£* = Y — iX, Z = X + iY, — iZ = Y — iX

означает, что четыре вещественные функции X, К, Х9 Y должны

удовлетворять восьми дифференциальным уравнениям

у ]_ у у ]_ у у JL У V — У
Лх— i

у,
I
х—

D ^у* ^х—
D

ж
у>

1 х—
D ^у>р У *

р
у *

р

(а) (б) (в) (г)

Х„ = —jrY*' Yyz=~jTx*' xv= TY*' Yu = ~iTX*-

(81)

Из систем (а) и (r) находим

dY =p4Y, (8Г)

и, следовательно, Y и р являются функциями только от Y. Из
системы (г) получаем

8 Здесь гармоническая функция Р в силу равенства Р = X должна быть

р-гармонической, а в силу равенства Р = X -Т—гармонической. Эти условия

оказываются совместными в силу того, что р является функцией только от а.

60



Полагая

^—-£-• ^=—f-' <81'">

из (81") заключаем, что а является гармонической функцией от х,

у, 2lY — функцией только от р. Из (8Г") и (8Г) находим

--;-?-•?—^
Из системы (г) получаем X = р, из системы (в) находим X = р.
При помощи непосредственной проверки убеждаемся, что найденные

функции X, У, X, К удовлетворяют всем восьми уравнениям (81).
Теорема доказана.

Отметим, что ранее, до выхода из печати работ [7, 8, 46], в работе
[31 ] был изучен 2-интеграл ^-аналитических функций и показано,

что он является р-аналитической функцией только в том случае,
когда характеристика р сама является гармонической функцией
от х, у, а не произвольной функцией от какой-либо гармонической
функции.

Теорема 8. Для того чтобы интеграл по сопряженным
переменным произвольной р-аналитической функции f (z) = и + iv был р'-
аналитической функцией, необходимо и достаточно, чтобы

Z= X + iYt —iZ = Y — iX

были р'-аналитическими функциями.
Теорема 8'. Для того чтобы интеграл по сопряженной

переменной произвольной р-аналитической функции f(z) = u + ivбыл
р'-аналитической функцией, необходимо и достаточно, чтобы существовала

аналитическая функция со = а + ф от г такая, что 1/ -4- будет

функцией только от р, a YpP' — функцией только от а. При
выполнении этого условия сопряженные переменные и интеграл по

сопряженной переменной Z соответственно будут иметь вид

Z = X + iY = ^y^dt-i^VWda, J
(82)

2 2

Иг) = "* + iv* = J« YjL Ф + v ^=r + i jo УТ.<%-
-uV~PP'da + f*{z0). (82')

В самом деле, условие р-аналитичности Z* = X + iY> — iZ* =

= Y — iX и условие р'-аналитичности Z = X + iY, — iZ = Y —

—iX эквивалентны системам уравнений (81), если в системах (в)

61



и (г) вместо р подставлено р'. Из систем (б) и (в) находим

dY = pp'dY.

Из систем (б) и (г) получаем dX = -A-dX, и, следовательно, Y и

Ypp' — функции только от У, а X и у -^ функции только от X.

Из систем (б), (г) и (а), (г) получаем

Складывая равенства (83), а затем равенства (84), получаем
уравнения

Из этих уравнений заключаем, что |/ рр' и У являются функциями от

гармонической функции а, а у
-~ и X — функциями от

гармонической функции р, причем

VWdY = — da,

Таким образом, получаем
YjrdX = d$.

(84')

Подставляя (84') в систему (а), получаем ах = ру, ау =
— рх,

т. е. со = а + t"P является аналитической функцией от г = дсг+ iy.
При помощи непосредственной проверки убеждаемся, что

найденные четыре функции (84') удовлетворяют всем четырем системам

уравнений (81) при условии, что в двух последних системах (в) и (г)
вместо р подставлено р'. Теорема доказана. (Например, условия до-

А, (х)
казанной теоремы будут выполнены, если р = К (х) \i (у), р' = —^у,

так как в этом случае у ^г = Ц (у) и VpF = М*)> М*) и \к (у) —

произвольные функции своих аргументов.)
Теорема 9. Для того чтобы интеграл по сопряженным

переменным произвольной (р9 д)-аналитической функции f(z) = и + iv был

(р'> д'Уаналитической функцией, необходимо и достаточно, чтобы

Z = X + iY, —iZ = Y — iX (85)
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(86)

были (р\ q')•аналитическими функциями, и в частности чтобы этот

интеграл был (pt q)-аналитической функцией, необходимо и

достаточно, чтобы функции (85) были (ру q)-ancuiumu4ecKUMU функциями.
Доказательство этой теоремы по существу ничем не отличается

от доказательств теорем 7 и 8.

Теорема 9'. Для того чтобы интеграл по сопряженным
переменным произвольной (р, q)-ancuumu4ecKouфункции f (z) = и+ iv был

(pf q)-аналитической функцией, необходимо и достаточно, чтобы
характеристики р и q были функциями от какой-либо гармонической

функции а = а (х, у). Если это условие выполнено, то сопряженные

переменные и интеграл по сопряженным переменным соответственно
имеют вид

Z = X + iY = fi-$JLda-i^,

г 2

Г (г) = и* + iv* = Ja (dp + -J- da) + о ^-+ i Jo (dp—Jda) -
Zo Zo

-«^- + /*(*o). (87)

где p — гармоническая функция такая, что а> = а + ф является

аналитической функцией от г.

В самом деле, условия (/?*, — <7*)-аналитичвости Z* = X + iY,

(р, — ^-аналитичности Z* = X + iY и (р, ^-аналитичности Z =

= X + iY, — iZ = Y — iX эквивалентны системам восьми

уравнений

PXx + qXy-Yy = 0,p*Xx+q*Xy-Yy = 0,

-q*Xx + p*Xy + Yx = 0,

pXx-qXy-Yy = 0,

qXx + p?y + Yx = 0,

(А)

(В)

-qXx+pXy + Yx = Q,

pYx-qYv+Xv-0,

qYx + pYy-Xx = 0.

(Б)

(П

Из систем (А) и (В), учитывая, что р* = гр. t ,

получаем

dY = (p* + q*)dY,

q* =

(88)
— я

Р* + Я*
'

(88')

и> следовательно, Y и р2 + q2 являются функциями только от Y.

Из системы (Г) и условия (/?, — <7)-аналитичцости — iZ* = Y — iX9
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эквивалентного системе (А), получаем уравнения

(88")

Из них следует, что qxYy — quYх = 0, поэтому q, а также р
являются функциями только от К и уравнения (88") запишутся в виде

на основании чего можем написать pdY = —da, где a —

гармоническая функция от х, у. Отсюда вытекает, что риК,а следовательно,

и q являются функциями только от а и Y = — I —. Из (880

находим

Из системы (Г) получаем

х
х
= — -J" a*

—

af *
*
e а*

— "J" <V
и, следовательно,

X-P-J-J-rfa.
Из условия (р, — (7)-аналитичности — &* = У — t'X,
эквивалентного системе (А), находим

и, следовательно,

*=Р + jf do.

С помощью проверки убеждаемся, что найденные функции X, У,

X, У удовлетворяют всем восьми уравнениям (88). Теорема
доказана.

Пусть /* (г) = и* + iv* — произвольная функция
комплексного переменного z = х + iy, имеющая непрерывные частные

производные по х и у\ Z
= X + iY и Z = X + iY —:

сопряженные
переменные, соответствующие данной характеристике р.

Рассматривая и* как функцию от Z* = X + iY и и* — как функцию от

Z* = X + iY, условимся выражение вида

dpf* (г)
__

du* . dtf
_ J_ / fa» <fo» \ j_ / da*

_

ди* \

"^
"

dZ*
'

dZ*
"

2 I dX
+

dY 1 ■ 2 \ dX dY I

(89)
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называть операторной производной (или просто производной)
функции /* (г) = и* + iv* по сопряженной переменной Z = X +
+ iY. Под операторной производной функции f* (г) = и* + iv* по

антиеопряженной переменной Z = X — iY будем понимать

выражение

dpf* (г)
__

du* ,
. dv*

__

1 / ди* dv* \ i ( dv* ди* \

&
~

<£* ы*~2\дх dY )+ 2\дХ
+ dY J*

(90)
Легко заметить, что

dpf*(z)_dpf*(z)

dZ
~~

dZ
' (91)

Существенным является следующее обстоятельство. Если

f (г) = и + iv — р-аналитическая функция, то, как видно из (79),

dZ

Z

§f(z)dpZ=f(z)f (92)

и в этом смысле, т. е. в смысле равенства (92), операторная
производная по сопряженной переменной Z = X + iY является левым

обратным оператором по отношению к интегралу по сопряженной
переменной Z от ^-аналитической функции.

Однозначную функцию комплексного переменного / (г) = и +
+ iv, определенную в какой-либо области D, будем называть

о-интегрируемой (операторно интегрируемой) по сопряженной
переменной Z = X + & в этой области, если существует функция
комплексного переменного /* (г) = и* + iv*f непрерывная в

области D, за исключением, может быть, отдельных точек, такая, что
а

вне указанных отдельных точек в области D р'^ существует
а

и выполняется равенство р'.^ = / (г). Всякую такую функцию

/* (г) будем называть о-первообразной (операторной первообразной)
функции / (г) по сопряженной переменной Z = X + \Y% их

совокупность
— неопределенным о-интегралом (операторным

интегралом) функции/ (г) по сопряженной переменной Z в области D.

Обозначая неопределенный о-интеграл по сопряженной переменной Z
А

функции / (г) = и + iv через (f (z) dpZ, будем называть / (z) dpZ
подынтегральным выражением, а / (г) — подынтегральной
функцией. Можно легко убедиться в справедливости равенства

А

\f(z)dpZ^r(z) + C*(z), (93)
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где С* (г) — постоянная неопределенного операторного интеграла
по сопряженной переменной Z, представляющая собой любую функ-

цию от г в области D такую, что pdZ
'
= 0.

Точно таким же способом можно ввести понятие операторной

производной р'я.„— функции f* (г) = и* + it? по сопряженной

переменной Z = X + \Yу соответствующей характеристикам р и

qt и понятие неопределенного операторного интеграла f/ (г) dPtQZ

функции / (г) по указанной сопряженной переменной Z,
соответствующей характеристикам р и q. При этом равенства (89) — (93)

остаются неизменными, только всюду вместо -т|-, dJL следует под-

ставить —^- и dPt(JZt а под Z = X + iY и Z = X + iY понимать

сопряженные переменные, соответствующие характеристикам р и q.
Приведем в качестве примеров некоторую конкретизацию

введенных здесь понятий применительно к ^-аналитическим функциям
f (г) = и + iv, удовлетворяющим условиям теоремы Т (р = р (а),
а — гармоническая функция от х и у, © = а + ф —

аналитическая функция от z = х + iy). В этом случае имеем следующие
равенства: для р-производной по г = х + iy в соответствии с (66),
(69)

*№=P(tlx-iUy) = i(Vx-iVy),

для р-интеграла в соответствии с (73)

«в ZC Z0

для интеграла по сопряженной переменной Z в соответствии с (80')
2 г

Иг)ви* + Л* = {ud$+v^- + i(vd?> — upda+f*(z0)9

для операторной производной по сопряженной переменной Z
функции f* (z) = и* + iv* (р-аналитической в силу теоремы Т) в соот-

в тствии с (89), (90), (80)

dPf* (г) 1

dZ
~

2

<У(г).
-м

ди*

1 аи*

р да

■ + т

■)+

да

ц

■)+

др

т(

+ Р

ар

ан*
да

-/»

■)-

дм*

да

ди*

-)-

+ «

■о,

.до»
:
ар

'

(94)

(94')
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для неопределенного операторного интеграла по сопряженной

переменной Z р-аналитической функции / (г) в соответствии с (93)

\f(z)dDZ=f*(z) + C*(z).

где f* (г) — ^-аналитическая функция, являющаяся о-первообраз-
ной функции / (г) по сопряженной переменной Z, С* (г) = v + id —

любая р-антианалитическая функция, т. е. функция,
удовлетворяющая уравнению

Из равенства

dpC*{z) _л

dZ
~~и'

dpf*(z)_ ди*
W7

—

Wft f

&>*

dz
~~

dp
^

ар

следует, что в условиях теоремы 7' операторная производная по

сопряженной переменной Z не выводит из класса р-аналитических
функций, т. е., как и интеграл по сопряженной переменной 2,
переводит ^-аналитические функции в ^-аналитические.

Пусть теперь / (г) = и + iv— (р> ^-аналитическая функция,
удовлетворяющая условиям теоремы 9' (р = р (a), q = q (а)),
а —-

гармоническая функция от х и у, со = а + ф —

аналитическая функция от г = х + iy. В этом случае имеем следующие
равенства: для (р9 <7)-производной по г = х + iy в соответствии с

(66'), (67')

37— 2 h "2 ^ * *
_

*
~~

= p4-(t;x — /0 ),
a

¥

для (p, <7)-интеграла в соответствии с (73')

г

+ i\™l^-dj^dz = f(z)-f{zu),

для интеграла по сопряженной переменной Z в соответствии с (87)
2 Z

/*(2> = ы* + iv* = fu(ф + -yda\ + v ^j- + i\v(ф 2.da) —
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Чтобы найти выражение для операторной производной по

сопряженной переменной Z, используем равенства (86) и равенство

dz
"

db
+ dz*

'

Получаем
1 dtt dti da> . du da>

dZ*
d<0

dZ* d® dZ*
*

В соответствии с формулой (6'") § 1

d©

dZ*
=

1 dZ*

da •

d©

dZ*

I

-■

= ^а^Э "

1 dZ»

1 d5

Таким образом,

^
e

/ d© d© / <fo d©
~

/ d© 2 \ p +l\ p
+ !)j

-^l-i(i+'(T-i))-Th-'"»)(i+'(i+'))-

Далее, находим

do dv da . dv da 1 Г du dZ* dv dZ*do
__

dv d© , da d©
__ _1_ Г dv dZ*

_

dv dZ* 1

dZ*~ da dZ* ~г
<& dZ*

~

^[dto d® fo ~^T J'

или

^ = Т7Г[<"«-i,,»> (-f+''(-?-+1))-('-+ "'»'x

*(-f-<(-^+'))1=tHi^+'(^'+4]



В результате получаем

4
17 О » * о t
dZ 2

(95)

~!Г ~ж 2 + l
2 • (y5)

и в частности, если / (г) = и + iv — (/?, (^аналитическая функция,

-У-тг+'тг- ¥--<>■ <95'»

Для неопределенного операторного интеграла по сопряженной
переменной Z при условиях теоремы 9' можно записать равенство

\f(z)dp%aZ = f*(z)+C*(z), (930
где f* (г) — одна из о-первообразных (/?, ^-аналитической функции
/(г) по сопряженной переменной Z, С* (г) = у + i6 — постоянная

операторного интегрирования по сопряженной переменной Z,
представляющая собой любую функцию, сопряженную с (р,
^аналитической, т. е. в силу (95)

dp%f*(z) 9*6р-р»6а + Ур , .-Щ + РУа + % п
dZ

""

2 h1 2
= и*

Из равенства

dz
—

ар
"^£ ар

и рассмотренных выше (см. § 2) преобразований системы

уравнений (55) в систему

риа — qu$ — up = 0, (/W« + Р"р + va = 0

следует, что при выполнении условий теоремы 9' (р = р (a), <7 =
= 9 (а)» а — гармоническая функция от х и у, со = a + ф —

аналитическая функция от г = а: + /у) операторная производная по

сопряженной переменной Z не выводит из класса (р, ^-аналитических
функций, т. е., как и интеграл по сопряженной переменной Z,
переводит (ру ^-аналитические функции в (р, ^-аналитические.

Условимся в дальнейшем ^-аналитические функции,
удовлетворяющие условиям теоремы 7', т. е. когда р — функция от

гармонической функции a = a (х, у), называть инвариантным классом

^-аналитических функций. Дело в том, что функции этого класса

при операторном дифференцировании и интегрировании по

сопряженной переменной Z переходят в функции этого же класса, т. е.

в ^-аналитические функции с той же характеристикой р. Точно
так же (/?, ^-аналитические функции, удовлетворяющие условиям
теоремы 9' (р = р (a), q = q (а), со = со (г) = а + if) —

аналитическая функция от г = х + iy), будем называть инвариантным



классом (р, <7)-аналитических функций. В силу указанного свойства

инвариантных классов /7-аналитических и (/?, <7)-аналитических
функций представляется возможным рассматривать в этих классах

дифференциальные уравнения с операторными производными по

сопряженной переменной Z, соответствующей данной
характеристике р или данным характеристикам р и qt а также строить
элементарные ^-аналитические и (/?, <7)~аналитические функции точно

так же, как это делается в теории аналитических функций, без

каких-либо существенных изменений. В частности, интегрируя п раз
по сопряженной переменной Z, соответствующей характеристике р,
в пределах от г0 до г постоянные Р0 = 1, Q0 = / и умножая на nl,
получаем ^-аналитические функции Рп (г, г0) и Q„(z, г0),
аналогичные степенным аналитическим функциям (со (г) — со (z0))n и

i (со (г) — © (z0))n. Например, при р = х3 в соответствии с (800
г г г

j>(z)dpZ = jady+ *-£- + / ^vdy-ux*dx,
СО = а + ф = X + «у,

положив Р0 (г, 0) = 1, Q0 (г, 0) = /, находим

о о

Qi(z, 0) = Jг-Ш + i$dy = 2lx2 + iy.
о 0

Точно так же находим

Я,(г, 0) = -#2 + 4 + <*^г>

РшЬ о)=^-4^-^(4^2-4)'

Q<(*, 0) = 2^-6yln^-t(4^+3xV + 4^1nx-A^
и т. д.

Подобного рода формальные степени для случая системы

уравнений (46") § 2 при с^ (х) = о2 (*) = 1, эквивалентной системе

ды
_

l <fo дц 1 dv
__

-i/ i
дх

~

р ду
'

ду
""

~Т~дГ> Р— у Xl(y)x2(jf)
»
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были построены ранее другим способом при помощи 2-интегриро-
вания [23—25]. Для некоторых случаев указанной системы

также изучен вопрос о разложении произвольных функций,
определенных данной системой, в ряды, аналогичные степенным рядам
[23—25, 28].

При построении элементарных ^-аналитических функций,
аналогичных элементарным аналитическим функциям от © = а +
+ /р, естественно, можно исходить из соответствующих
обыкновенных дифференциальных уравнений, заменяя в них каждый раз
обыкновенную производную по —но операторной производной по

сопряженной переменной Z = X + iY', определенной равенствами
(94). Так, ^-аналитическую показательную функцию 'е-ш можно

определить как решение дифференциального уравнения

/э-аналитические тригонометрические функции 'cos (— т) и

'sin (— ив) — как решения соответственно уравнений

d2f
-а§5- + / = о, /Uo-1. -gf-

^ + f = 0, /|г-о = 0, -g

, n=0'z=0

,=o= v>

^-аналитический полином п-й степени — как решение
дифференциального уравнения (п + 1)-го порядка

*у-ч
= 0.

dZn+l

Нетрудно заметить, что последний полином n-й степени

представляет собой линейную комбинацию с произвольными
вещественными коэффициентами формальных степеней Рк (2, г0), Qk (г> г0),
где k = 0, 1, ..., п.

Указанным способом можно построить ^-аналитические
аналоги элементарных аналитических функций, которые удовлетворяют
линейным обыкновенным дифференциальным уравнениям с

постоянными вещественными коэффициентами.
Все сказанное об инвариантном классе р-аналитических

функций относится также к инвариантному классу (р, ^-аналитических
функций, следует только в последнем случае вместо операторной
производной по Z = X + \У (94) везде подставить операторную

производную по сопряженной переменной Z, определенную
равенствами (95).

Покажем теперь некоторые применения интегрирования по

сопряженной переменной (80) и операторного дифференцирования
по сопряженной переменной Z (89) к уравнениям в частных

производных.
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Пусть М — класс всевозможных функций f* (г) = и* + ixf*t
вещественная и мнимая части которых непрерывно
дифференцируемы по х и у достаточное число раз. Тогда решение дифференциально-

/у

го уравнения —^— = 0 в классе М9 в силу (94), имеет вид /* =

= J (z)9 где f (z) — произвольная ^-аналитическая функция, f (г) —

функция, комплексно-сопряженная с / (г). С помощью

непосредственной проверки, учитывая, что в силу (89), (80)

ML^J^l^L, 1 to* \ t ; * / to* ди* \

dZ
""

2 \ 00 р да )^
1

2 [ dfi
~r Р

да )'
можно убедиться, что решение уравнения

где / (z) — произвольная р-аналитическая функция, в классе М
имеет вид

Г (г) - j 7 (г) d.Z = 2р ? (г) + }г (г), (95'")

где ^ (г) — произвольная /7-аналитическая функция. Решение

уравнения второго порядка

dZ*
и

в классе М имеет вид

Г = 2р/(е) + м*).
где / (г) и ^ (г) — произвольные ^-аналитические функции.

Пусть, далее, например, требуется найти общее решение
уравнений четвертого порядка

W-0. Ь-&г+ тр + т&ТГ- <*»

Л,4,».-0, b,-£+£-±JLj.. т

Замечая, что если /* = и* + iv9 то

dZdZг
- 4-<А»**+'*■*•>•

-^С = -^- (ДА"* + / A2V*)t

уравнения (96) и (96') можно записать в виде

dZ*d&
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Отсюда при помощи неопределенного операторного интеграла по

сопряженной переменной Z = X + iY получаем

dZdZ?
или

Чг-«*
dZ*dZ

где f (г) — произвольная р-аналитическая функция. Из
последнего равенства находим

где fi (г) и ft (z) — произвольные р-аналитические функции.
Таким образом,

dZ ] /1 (г) dpZ + J h (г) dpZ - /t (г) + 2tf, (*) + Л (*).

где /2 (2), /3 (2) и /4 (г) — произвольные р-аналитические функции.
Из последнего равенства находим

fЮ - J?. (г) V + | 2р/а (г) dpZ + Л (г) + }ь (2),

где /4 (г), /5 (г) — произвольные р-аналитические функции. Но с

помощью непосредственного дифференцирования можно проверить,
что

] 2р/2 (г) dvZ = J U <*) dpZ + ф/а (2),

поэтому

/•(*) - mz(z) + 2ДО, (г) + /«(*) + J/t«d,Z,
или

Г (г) = 2р ft (г) + /; (г)] + /8 (2) + h (*). (97')
где fi (г), /2 (г), /3 (*). /4 (г) ~~ произвольные р-аналитические
функции. Равенство (97') представляет собой общее решение в классе

функций М уравнения (97). В частности, общие решения уравнений
(96) и (96') соответственно запишутся в виде

и* = 2Р ft (2) + fx (2)] + /, (2) + f2 (2),
to* - 2p ft (2) - ft (2)] + /, (2) - /, (2),

где fi (2) и /а (г) — произвольные р-аналитические функции.
Последние формулы можно рассматривать как обобщение известной

формулы Гурса для бигармонических функций двух переменных.
Аналогичные формулы можно получить для полигармонических
уравнений в смысле операторов Ai и Д2, т. е. для уравнений вида

А?*/* = 0, AJtf* = 0, где А? и А? — п раз повторенные операторы
Ai и А2. Последнее обстоятельство важно в том отношении, что
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позволяет сводитьрешениевполне определенных задач для уравнений
четвертого порядка и порядка 2/г к решению соответствующих
краевых задач для ^-аналитических функций или для уравнений
второго порядка.

Приведем в заключение для некоторых частных

инвариантных классов ^-аналитических функций, весьма часто

встречающихся в приложениях, явные выражения соответствующих
сопряженных переменных.

1. Если р = а (х, у) — гармоническая функция от х и у, то

в соответствии с (80)
Z = X + iY = р + / In a, Z = X + if= р + / ^ , (98)

где со = а + t'P — аналитическая функция от z = х + iy.
2. Если р — функция только от х, то

Z = y~ 1\рЬ)' Z = y — itp(x)dx, <o = x + iy. (99)

3. Если р — функция только от у, то

2 = —*— 1[ту) ' Z = —x—i^p(y)dy, <u = y—ix.

(100)

§ 4. ОБОБЩЕНИЕ ФОРМУЛЫ КОШИ

И ИНТЕГРАЛА ТИПА КОШИ НА СЛУЧАЙ р-АНАЛИТИЧЕСКИХ
И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В соответствии с работами [2, 3, 7, 8, 46] покажем, что для

^-аналитических и (/?, ^-аналитических функций комплексного

переменного справедливы формулы, аналогичные формуле Коши для

аналитических функций. Для краткости будем рассматривать
(/?, ^-аналитические функции, так как ^-аналитические функции
соответствуют случаю q = 0.

Пусть D — односвязная область в плоскости z = х + iy,
С — ограничивающий ее спрямляемый контур, f (z) = и + iv —

функция, имеющая непрерывные частные производные по х и у

в замкнутой области D + С, Z = X + iY и Z = X + iY —

соответствующие данным характеристикам р и q сопряженные
переменные в какой-либо области, содержащей D + С. Рассмотрим интеграл
по сопряженной переменной Z = X + iY вдоль контура С

J f(z) dPtQZ = { udZ + ivdZ = J udX — vdY + i[vdX + udY =
с с с с

= [ (иХх - vYx) dx + (иХу - vYy) dy + i\ (vXx + uYx) dx +
с с

+ (vXy-Yy)dy. (101)
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Применяя к вещественной и мнимой частям этого интеграла
формулу Грина, получаем

f f(z) dp,qZ =\udZ + ivdZ =

с с

- И [£г(иЯ* ~ vYg)~ ~%~{иЯ- ~~ vYx)]dxdy+
D

+ i^[-w(°Xy + »Yy)—£-(vXx + uYx)\dxdy,
или

j udZ + ivdZ - J J [uJC„ - vxY9- UyXx + vuYx] dxdy +

+ ' И l°«*» + "Л- "у** -"Л dxdy-

Учитывая, что Z* =» X + iY и —iZ* = Y — iX — (p,
^-аналитические функции (см. (74')), получаем

J" udZ + ivdZ = J [ [ux (- pKx - qYv) - vxYy - «, (- qYx +pYy)+
С D

+ vyYx\ dxdy + i \\ [оД, + ux {pXx + qXy) - vyXx -
D

-

uy (qXx - pXv)] dxdy = j j* [Yx (- pux + quy + vy) +
D

+ У
у (— PUy

— Я"х — vx)\ dxdy + i j* j* [Xx (pux — quy
— vy) +

D

+ Xy (PUy + qux + vx)] dxdy.

Таким образом, приходим к интересующей нас формуле
преобразования интеграла по сопряженной переменной Z = X + iY

вдоль замкнутого спрямляемого контура в двойной интеграл по

ограниченной им области

fudZ + ivdZ = 2i ГП J**-^-»* Zx +
«"* + ** + *

Zy
с

или

dxdy,

(102)

f udZ + ivdZ = 2/ ГNzxRe dp'J® + Zy Im dp'((Z) ]djcdy. (102')
С D

Пусть Yt (£, г), y2 (£> 2) (£ = \ + ir\, z = x + iy) —

вещественные однозначные функции от £ = g + /т| в области G,
зависящие от параметра z = х + iy с G, дважды непрерывно

76



дифференцируемые в G по £ и г\ и удовлетворяющие условиям
a) Yi (z, г) = 1 при г с G, б) функция

Т(Ь *)-Ъ(Ь 2)1пг+Т2(£, г), (103)

где г == |g — z\ = j/^g — *)2 + (т) — у) 2, при всяком

фиксированном значении г с G по переменным g и т| в области G вне

точки J = г удовлетворяет уравнению

**ч (") - 4% &**> + -з?г^-?г^+~к ш=°* (104)

т. е. является (р, ^-гармонической функцией от £ = £ + Щ% или,
что то же самое, вещественной частью (р, — ^-аналитической
функции от £. Тогда функция у (£, г) называется фундаментальным
решением уравнения (104) для области G [61 ].

Вопросу существования фундаментального решения линейного
эллиптического дифференциального уравнения второго порядка
посвящено много работ (например, [62—69]). В применении к

уравнению (104), не стремясь ответить на этот вопрос в наиболее общем

случае, можем считать, что он решается положительно, если р
и q в области G как функции от £ и г\ дважды непрерывно
дифференцируемы и р > 0 [621.

Пусть

Г в. г) = ^У&г) =-1^Ыг +^Л-, (105)

Г(£. *)-р?б.Т(С. г>--те-йв. 2),пг+-ЙгГ^(£. г), (105')

где у (£» *) — фундаментальное решение уравнения

(104')

p*+iq* = _*
,

для области G. Тогда сопряженными ядрами, соответствующими
характеристикам р и qt будем называть выражения

G (С, г) = Г (С, г) + *Я (С г), Q (£, г) = Г (С, г) + Ш<£, г), (106)

если они при всяком фиксированном значении zcG,
рассматриваемые как функции от £ = £ + щ в области G вне точки £ = г,
являются сопряженными переменными. Ядро Q (£, г) иногда будем
называть основным сопряженным ядром. Характерно, что если

Q (£, г) и Q (£, г) являются сопряженными ядрами для области G,
то они являются также сопряженными ядрами для всякой области,

содержащейся в G, и в этом смысле не зависят от области.
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Установим одно свойство сопряженных ядер. Из их

определения следует, что

Й(£, «)-Г(Ь *) + *#(£, 2), Q*(£, г)- Г(Ь г) + /Я(£, г)

(107)
являются соответственно (р, —^-аналитической и (p*t —
^-аналитической функциями от £ = £ + Щ в области G вне точки J = г.

Это значит, что Q* (5, г) и Q* (£, z) удовлетворяют соответственно

системам уравнений

рТг + </Гл - Ял = О, - </Г* + рГл + Я* = О, (108)

р'^ + ^-Я^О, -^+ Р*Гл + Я6 = 0. (108')
Имеем

<Ш (С, г) =Я^£ + ЯЛЛ, = №-рГ^ dl + (рГь + qTJ йц =

= q(z)dr + ^-^\nrdl + ^lnrd^-(q(z)-q(0)dr +

+ -^-[(Vi-Dlnr + YaJ^}.
Таким образом, Я (J, г) в окрестности точки £ = z можно

представить в виде

Я (С, г) - arctg £=* + -Jg- In г + А (С, г). (109)

Здесь Л = (J, z) — функция от £ = £ + йг| такая, что ее частные

производные по £ и т) представимы в виде

h «. ^) = U (Ь *) In г + К в. *). 1
М£, г) = *;«,*) In г+ /£(£, г), J

где Ai (£, г) и ft! (£, z) — функции от £, непрерывные и непрерывно

дифференцируемые в области G, Аа (С» *)> ^2 (J, z) — функции от

£, непрерывные в области G, за исключением точки £ = г, при
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подходе к которой они ограничены. Очевидным является равенство

Г(£, г)--^-1пг + *(С, г), (ПО)

где g (£, z) — функция от £ такая, что ее частные производные по

I и т| представимы в виде

£€(£» г) «ft (£f *)lnr + ft(& z), | ^
^ (С г) = ft (С. 2) 1ПГ + ft (£, 2). J

Здесь ft (£, г) и g[ (£, г) — функции от £, непрерывно
дифференцируемые в области G, ft (£, г) и g* (£, г) — функции от £,
непрерывные в области G, за исключением точки £ = г, при подходе к

которой они ограничены или имеют предельные значения.

Таким образом, интересующее нас свойство сопряженных ядер
можно записать в виде равенств

Й& г) = Г (£, г) + *#(£, z) = ^L- In г +

+ «(arctg|5j + $§bir) + tf(Cf г) + Л(Ь г), (111)

Q(£, г) = Г (£, z) + ;#(£, z)--^lnr +

+ /(arctg^ + ^-lnr) + i(£, г) + Л(С, г), (ИГ)

где h (£, г), g(£, г) — вещественные функции от £, обладающие
такими же свойствами, как и h (£, г), g (£, г).

Пусть теперь z = х + iy — точка, лежащая в односвязной
области D, ограниченной спрямляемым контуром С, е — достаточно

малый круг радиуса р с центром в точке £ = г, у — окружность
| £ — г | = р, / (£) = и + iv — функция от £ = £ + /т), непрерывно
дифференцируемая в D + С. Применим формулу (102) к области
D — е, заменив в ней z = х + iy на £ = | + щ и приняв в

качестве сопряженных переменных Z и Z сопряженные ядра Q (£, z) и

Й (£, г). Получаем

-jn(0dQ(fc 2) + o;(£)dQ(£, г) + Ja (£)dQ(£, г) +
V с

+ iv (£) dQ (£, г) = 2/ Jj [ РЧ~ ^"~^ Qs (£, г) +
о—^
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Переходим в этом равенстве к пределу р -*■ 0. В силу (111) и (11 Г)

— 2яш (г) — 2niiv (z) + \ и (£) d& (£, г) +
с

+ iv(£)dQ(S, г) = %jj"[^-^«-"п q8 (с, г) +

2

Отсюда находим важную формулу интегральных представлений

непрерывно дифференцируемых функций комплексного переменного

/We-Srj«(0^(fc *) + to(0dQ(C, г)-

Oft (С. *) +

с

^6 + ^|-рл

или

-т
D

+
-4 +^+

1^^^ (112)

t® -тнт f" © <*б (С.*) + * (О ^о (с. г) -

-4-Яh (s> z)Re^^+йч(s> г)lm^Pld|dri- (113)
о

Формулы (112) и (113) можно рассматривать как аналоги формулы

(9), с которой они совпадают при р = 1, q = 0, Q (£, 2) = Q (5, г) =
=> In (£ ■—г). Обозначив правую часть равенства (112) или (113)
через T(f(z))9 можем написать

( /(г), если zczD,

-^-/(г), если z cz С, (Ц4)T(f(z)) =

0, если гфй + С,

где а — внутренний угол между касательными к контуру С,
выходящими из точки z, лежащей на С. В самом деле, первое из равенств
(114) совпадает с равенством (112), второе и третье доказываются
так же, как и первое. В частности, если предположить, что функция
f (z) = и + iv в односвязной замкнутой области D + С,
ограниченной спрямляемым контуром С, (р, ^-аналитическая, то формула
(112) принимает вид

/W^-Srf/O^^e- «)=-srJ"(0rfO(b z) + iu(QdQ(£9z).

(115)
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Формулу (115), установленную вначале для ^-аналитических

функций [1, 21, согласно имеющимся в нашем распоряжении
литературным источникам следует считать первым обобщением
классической формулы Коши на случай каких-либо систем уравнений
вида (49), отличных от условий Коши — Римана. Для (/?,
^-аналитических функций эта формула была получена в работах [7, 8, 461.
Другое существенное обобщение формулы Коши получено Л. Бер-
сом [371 и И. Н. Векуа I40J в применении к функциям,
определенным системой уравнений (51) •.

Обобщенную формулу Коши для (р, ^-аналитических функций
(115) можно записать также в виде

/ч /ч

(116)
Справедливость этого утверждения следует из того, что Q (£, г)

и Q (£, г), как сопряженные переменные по £, в соответствии с (75')
удовлетворяют уравнениям

2q&J) <Ш(£, г) _А -Зой г) ,
dQ g, г) А /п_

о = р + ty.

Важно обратить внимание на следующее обстоятельство. Когда

контур С, ограничивающий область D, кусочно-монотонный,
обобщенная формула Коши для {р, ^-аналитических функций (115)
остается справедливой, если условие (р, ^-аналитичности функций
/ (г) на контуре С заменить условием существования на С ее

непрерывных предельных значений изнутри, к которым она стремится
равномерно при подходе к С. Справедливость этого утверждения
следует из обобщенной теоремы Коши для (р, ^-аналитических
функций (§ 3).

В качестве следствия из обобщенной формулы Коши,
соответствующей данным характеристикам р и q (115), непосредственно
получаем равенства

где R и R — любые положительные числа (может быть, достаточно

большие) такие, что замкнутые кривые —Г (£, г) = R и —Г (£, z) =

9 Это обобщение формулы Коши отличается от формулы (115) и нельзя

сказать, что какое-либо одно из приведенных двух обобщений является частным

случаем другого, так как они относятся к различным классам функций [41, стр. 187J.
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= /?, охватывающие точку г, лежат в области (р, ^-аналитичности
функции/ (z) = и (г) + iv (г). Эти равенства следует рассматривать
как распространение на (р, ^-аналитические функции известной
в теории аналитических функций комплексного переменного

теоремы о среднем арифметическом.
Чтобы построить обобщение интеграла Коши и интеграла типа

Коши на случай р-аналитических и (р, ^-аналитических функций,
введем некоторые специальные понятия.

Функцию Г (£, г), определенную равенством (105), будем
называть правильным фундаментальным решением уравнения (104)
(условия (р, — ^-гармоничности по £) в области G, если она

удовлетворяет дополнительному условию: как функция от г в области G при
гф £ является (р (г), q (г))-гармонической функцией и

рассматриваемая как функция двух точек £ = £ + ir\ и г = х + iy,
принадлежащих G, при £ Ф z непрерывна вместе с первыми
производными по £, г), х, у и производными

Г*(£. г), Г^(£, г), Г^(£, г), Г„л(£, г). (120)

Условимся основное сопряженное ядро, определенное равенством
г

Q(l, г) = Г(£, *) + *#(£, г) = Г(£ г) + i [\-р(г)ТуЦ, г)-

-

Я (*) Гх (С, *)] rf* + [р (г) Г, (£, г) - q (г) Г„ (£, z)\ dy, (121)

где Г (£, г) — правильное фундаментальное решение уравнения
(104) в области G, г0 — любая фиксированная точка, называть

правильным сопряженным ядром в области G. Равенство (121)
означает, что правильное сопряженное ядро Q (£, г) = Г (£, г) + /Я (£, г),
как функция от г, является (р (г), ? (г))-аналитической функцией
в области G при z Ф £, т. е. удовлетворяет уравнениям

р (г) Тх (С г) - </ (г) Гр (£, г) - ЯД, г) = 0, )

</ (г) Гх (£, г) + р (z)Ty (£, г) + Ях (£, г) = 0, j
или

А^А= 0. (123)
dz

Как функция обеих точек £ = g + й| и г = х + iy,
принадлежащих G при £Ф z, правильное сопряженное ядро, в силу (121),
непрерывно вместе со своими первыми производными по £, г), х, у и

производными Qu (£, г), Й^ (£, г), Q^ (£, г) и Q% (£, г).
Пусть Q (£, г) = Г(£, z) + Ш (£, г) — правильное

сопряженное ядро в области G, Q (£, z) = Г (£, г) + /Я (С, г) —

вспомогательное сопряженное ядро, определяющееся следующим

условием: Q* (£, г) = Г (£, г) + /Я (£, z) и -Я* = Я (£, г) -/Г (£,< г),
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как функции от £, при £ Ф г являются (р (£), — <7
(^-аналитическими функциями, т. е. в соответствии с (74')

Г(£, г)= f [-?(ОЯ8(Ь г) + р(ОЯ„«;, z)]dl +
i

+ l-P (0 Иг (С г) - 9 (С) Ял (С, г)] tfTb (124)

8 (С, г) = J [9 (О Tg (С, г) - р (Q Гч & г)] rfg +

+ (-Р (О Г* (С, г) + q (О Гл (С, *)] ^ (125)
где 1^ — какая-либо фиксированная точка. Из (124), (125) видно,

что Q (£, z), как функция обеих точек £ = g + щ и г = х + /у,
принадлежащих G, при £Ф г обладает такими же свойствами

непрерывности и дифференцируемое™, как и Q (£, г).
Построенные ядра (121) и (124), (125) будем называть правилhr

ными сопряженными ядрами в области G, соответствующими
данным характеристикам р и q, соответственно основным и

вспомогательным. Характеристики р и q, для которых в области G

существуют правильные сопряженные ядра, будем называть регулярными
в данной области.

Обобщенным интегралом Коши, соответствующим
характеристикам р и <7» будем называть правую часть равенства (115) или (116)

при условии, что Q (£, г) и Q (£, г) — правильные сопряженные

ядра, соответствующие данным характеристикам р и q в области G,

содержащей замкнутую область D + С, f (z) = и + iv — любая

функция от г = х + /у, (р, ^-аналитическая в замкнутой области
D + С или (р, ^-аналитическая в D и непрерывная изнутри на

контуре С.
Обобщенным интегралом типа Коши, соответствующим

характеристикам р и q (характеристике р, если q = 0), будем называть

выражение

Ф(*) = Ф(х, у) + п|>(х, у) = -JL- f /(0dpiflQ(£, г) =
г

~

-щ- f"ю *й <ь г) +tWQ& z>« <126>
Г

или

Ф(г) = Ф(х, y) + ty(x, y) = ^r^f(0dP,qQ(^ г) =

Г

=

-Щ- ${аи ® + iv <»> а^|^^- <™ (О - ^ (О)^f^ <£ (127)
г

где й (£, г) и Q (£, 2) — правильные сопряженные ядра в области

G, Г — любой спрямляемый контур (замкнутый или незамкнутый),
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лежащий в G, / (£) = и (|, ti) + iv (g, т)) — заданная непрерывная

функция длины дуги s контура Г.

Очевидно, что обобщенный интеграл Коши является частным

случаем обобщенного интеграла типа Коши.

Теперь можно сформулировать и доказать основную теорему
о построенном обобщенном интеграле типа Коши.

Теорема 1. Обобщенный интеграл типа Коши (127) всюду в

области G определения правильных сопряженных ядер Q (£, z) и Q (£, г)
вне точек контура Г представляет собой (/?, q)-аналитическую
функцию от г.

В самом деле, если у
— замкнутый контур, лежащий в G и

допускающий его непрерывную деформацию в точку без пересечения
с контуром Г, то приращение ф (г) вдоль у равно нулю. Далее,

*р,яф W-Л
dz

■sir f <те © + Л (0)Ai ^|l±4
-

az ac
г-<£Г.

Таким образом, в силу (123)
*и.аф«Р»<7

dz
О, а это и означает, что

функция ф (z) (р, ^-аналитическая.
Пусть Г — гладкий контур, z0 — точка, лежащая на Г, Ф+(г<>)

и ф~ (Zq) — предельные значения обобщенного интеграла типа

Коши при подходе к точке г0 слева и

справа, если таковые существуют,ф (г0)—

обобщенный интеграл типа Коши в

смысле главного значения, т. е.

Ф(20) = ton ^ [/(Orfp^ff. гJ, (128)
Г-6

где б — часть контура Г, лежащая в

круге \z—г0|<;р (рис. 1). Приведем
один простой результат, относящийся к Рис. 1.

вопросу о предельных значениях

обобщенного интеграла типа Коши. Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Если подынтегральная функция f (£) = и + iv

(плотность) обобщенного интеграла типа Коши является (р, q)-
аналитической функцией от £ в точках контура Г, то предельные
значения обобщенного интеграла типа Коши при подходе к точкам

Zq контура Г слева ф+ (г0) и справа ф~ (z0) существуют, являются

(р, q)-aHcuiumu4ecKUMU функциями от z0 и выполняются формулы

Ф+(*о) =Щ + Ф (*о)> Ф~ (*о) = - *¥- + Ф (*о). (129)

В самом деле, заменяя в обобщенном интеграле типа Коши (127)
контур Г контуром, составленным из Г — 6 и части окружности
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\г — zQ\ = р, лежащей справа от Г (см. рис. 1), приходим к выводу,
что ф+ (z0) существует и является (р, ^-аналитической функцией
от г0. При р -► 0 получаем первую из формул (129). Аналогично
доказывается справедливость утверждений теоремы, относящихся к

Ф" (*o).
В целом поставленный вопрос о построении обобщенного

интеграла типа Коши и его предельных значениях сводится к вопросу о

построении и свойствах введенных нами правильных сопряженных

ядер Q (£, г) и Q (£, г) или, в конечном счете, к вопросу о

построении и свойствах правильного фундаментального решения Г (£, z)
уравнения (104), определяющего (р, —q)-гармонические функции
от £ = I + й|.

Не ставя перед собой цель дать решение этого вопроса с

исчерпывающей полнотой и общностью, покажем, как можно убедиться в

существовании правильного фундаментального решения Г (£, z)

и построить правильные сопряженные ядра Q (£, г), Q (£, г) для

случая р-аналитических функций.
Функция —Г (£, г), определенная равенством (105),

называется функцией Грина первой краевой задачи для уравнения

в области G, если она, как функция от £, при £ =£ z в области G

удовлетворяет уравнению (104"), а на границе G непрерывна и

обращается в нуль.
На основании результатов, полученных в работах [62—70],

можно считать установленным существование функций Грина, если

характеристика р (£) дважды непрерывно дифференцируема и

положительна в области G и на ее границе, представляющей собой
некоторый замкнутый контур (например, [61, стр. 70—73]). Известно

также, что функция Грина обладает свойством симметрии

-Г(С, г) = -Г(г, 0 (130)
[61, стр. 62] и, следовательно, как функция от г, при г Ф £ является

дважды непрерывно дифференцируемым по х и у решением
уравнения

L'y (ы> ~4г<р & "*> + W(P (г) "*>= ° (104,,,)

В силу сказанного, функцию Грина в области G со знаком минус
естественно принять в качестве правильного фундаментального
решения уравнения (104") для всякой области D, содержащейся в

G, и затем, исходя из него, выполнять дальнейшие построения,
связанные с обобщенным интегралом типа Коши. Однако сначала

следует убедиться в том, что указанная функция Грина со знаком

минус как функция обеих точек £ = £ + it] и z = х + iy,
принадлежащих G, при Е, Ф z непрерывна вместе со своими производными
первого порядка по £, г\9 х} у и производными (117)! Для этого за-
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метим, что уравнение (104") в силу тождества

L \иТт) ./-У

где Lxy — оператор левой части равенства (104"'), г —

положительная функция от х и у, можно записать в виде

1
■ Lj, (и) = Д6л (и УрШ - ku = 0,

Vp<Q
& , ^

где k = k (£) = As„ Vp (С). Л&ч = -gp- + -g^r
• Поэтому, если точ-

ка Si = gi + i% принадлежит кругу е: | £ — Со I < Р. то

V

—БгЭД *(£)«<» <*«. Wrf6rf4. (132)

где
-^ производная по внутренней нормали к границе у круга

еу ds — элемент длины дуги окружности у в точке £, G (£, £i) —

функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа для круга е

п(г м- in ^-(С-ШЬ-Ы (132')

На основании (132)

У7(ЭГ(Ь. 2) = ^rjv71)r(s,Z)^-G-^^-
V

е

(УЖ) r (Si, *))ь - 4г j ^^>"Г С *)т^*-

V

—5ГЛ*©Г(£, «)Gb(C, Ci)d5*l,

(КЯ5) Г (Ь. г))л, = -5Г j КЙО Г (С, г) ^ ll) ds -

V

_ ±-jj /г (О Г (С, г) С, (С, Ь) <ВД-

Но известно, что при высказанных предположениях относительно

Р (0 функция Грина уравнения (104") независимо от точек J и г,
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принадлежащих области G и отличных друг от друга,
удовлетворяет неравенству

|-г^г>|<тк|1пг| + л' (134)

где А — постоянная [67, стр. 8—13, 20—251. Поэтому первое из

равенств (133) показывает, что непрерывность Г (£lf z) при JiC6
равномерна относительно г с£ е, т. е. Г (£, г) при £ Ф г, как

функция обеих точек £ и г, принадлежащих G, непрерывна. Учитывая

это, а также второе и третье равенства (133), заключаем, что таким же

свойством обладают Г6 (£, г) и Гл (£, г), а следовательно, в

соответствии с (130), и Тх (£, г), Г^ (£, г). Дифференцируя второе и третье

равенства (133) по х и */ под знаками контурных и двойных
интегралов, считая, что г с£ е, приходим к выводу, что производные

IV (С *)> г& (С г)> гл^ (С» г), Г^ (J, г) непрерывны как функции
обеих точек £ и г, принадлежащих G, при ^г.

Таким образом, теперь в качестве правильного
фундаментального решения уравнения (104") для всякой области D,
содержащейся в области G, в которой характеристика р (£) дважды непрерывно

дифференцируема и положительна, можем принять функцию Грина
со знаком минус уравнения (104") для области G при краевых
условиях задачи Дирихле. Посредством этого фундаментального
решения определяются правильные сопряженные ядра Q (£, г) и

Q (£, г) по формуле (121) и соответственно по формулам (124), (125).
Приведем в заключение три простых примера построения

правильных фундаментальных решений и правильных сопряженных
ядер в явном виде

Пример 1. Пусть характеристика р = р (г) такая, что У^р (г) —

гармоническая функция (в области G). Тогда в качестве правильного
фундаментального решения уравнения (104") можно взять

Г(Ь г)-
'

In г, , (135)
У р (О Р (*)

и правильное сопряженное ядро Q (£, г) в соответствии с (121)
запишется в виде

Q (£, г) = Г (Ь г) + /Я (С г) =
'

In г +

2

+ Cp(2)[-(-7=^==lnAdx + (
*

InrWy]. (136)
.) I \V Р®Р(г) !у \У Р®Р(г) /х \
zo

Рассмотренный класс ^-аналитических функций f (г) = и + iv

характеризуется тем, что соответствующие им функции третьего

класса f(z) = и + iv = Ури + i -%=. такие, что и — является гар-
V Р

моническоц функцией, a v, в силу (57'),— решением уравнения

Ди — KpA-^-G = 0, ДКр = 0. (137)



Пример 2. Пусть характеристика р = p(z) такая, что Sty р®. =

д2 д2 и*
= &2 = const > 0, Д?т1 = -5=2- + з-r- Полагая и =

, вместо

уравнения (104") получаем

^U = А1г]и* - k2u* = 0. (138)

Переходя к полярным координатам \
— х = г cos ср, т) — у =

= г sin ф и считая, что и не зависит от ср, получаем

dr2 ^
г dr

Полагая &г = р, получаем уравнение Бесселя

, d2u* , du* , * , оч * л

р -зр- + р"Ф"-(р + Л)" °

при п = 0. Решение этого уравнения выражается через бесселевы

функции мнимого аргумента [70, стр. 95]

~ (_P_f
^o(P) = -/o(P)ln-f+V-^i^i|'(v+l), (139)

/olPj — 1 "*"
(1!)а

"*"
(2!)2

"*"
(З!)2

"Т" • •
•»

где ур (v + 1) = —у + 1 + -s- + ... + —, Y — постоянная Эйлера,

Y
— 0,5772. Поэтому в качестве правильного фундаментального

решения уравнения (104") можно взять

^^--ттш"'^ <|40>

и правильное сопряженное ядро Q (£, г) в данном случае имеет вид

Й(£. г) = Г (С, г) + *Я(С г) ._!__ /С,(*г) +

+ i
J LV Vp(Op(*> h \ УрЮрМЛ. J
Z©

Рассмотренные в этом примере ^-аналитические функции f (г) =
^= и + iv представляют существенный интерес, так как веществен-

ные и и мнимые и части соответствующих функций третьего класса

f (z) = и + iv = V~pu + i -5L удовлетворяют соответственно

уравнению Гельмгольца

Au — k2u = Q О42)
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и уравнению

дv — (k2 — Mnp)v = 0. О 421

В частности, в случае «логарифмически-гармонической» характерис-

тики р = £**+w, где аир — вещественные постоянные, иии

удовлетворяют одному и тому же уравнению Гельмгольца (142) при

** = -|-(а2 + р2).

Пример 3. Пусть р = х. Уравнение (104") в этом случае
принимает вид

U* (и) - -|- (6Иб) + -|р (6«ч) - 0. (143)

Интерпретируем £ и т| как координаты плоскости —

меридионального сечения в пространственной системе координат £, т), £ (рис. 2).

Будем считать, что на окружности L в плоскости ц = у = const

радиуса х с центром в точке (0, у, 0)
равномерно распределены заряды
электричества с постоянной плотностью р.
Каждый элемент длины дуги jcdcp будет
создавать в точке М (£, т), 0) потенциал,

равный
pxdy

Va-t')2 + (*\-y)2 + t'2'
Г + Г = *2> Г = *С05ф,

£' = x sin ф.

Наложение таких потенциалов, взятых

по всей окружности L, образует осесимметричное относительно
оси т) потенциальное поле, потенциальная функция которого
и (£> Л> х> У) удовлетворяет уравнению (143). Имеем

р pxatp
« (6. Л, *> У) - J |/-(Е_Е/)1 + (11_ у)!+ {;'■•

0

Учитывая, что

(I -Г)2 + (Л-f/)2 + С'2 = £2 + *2 + (л -f/)2 -2£*cos(p =

- (I ~*)2 + (Л-0)2 + 4^sin2-f = г2 + 4£jtsin2-f- ,

г2 = (1-х)* + (ц-у)\

2л ,

и (Б, л, *, г/) = рдг J (г2 + 46* sin2 -f-y~2d<p =
о

я 1

« 2pjc J (г2 + Alx sin2 -f-)~2 Лр.

Рис. 2.

получаем
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Переходя к новой переменной интеграции 6 = у, получаем
я

2 __1

и (Б. Л, х, у) = 4рл: j (г2 + 4£* - 4£* sin2 9)
*

d9, <143')

или

я

"2

и(£,т|, *,г/) = 4рл:(г2+4&х) 5

о

где

Известно, что для полного эллиптического интеграла первого
рода справедливо равенство 171, стр. 3081

я

2

*»>-,[ Vi-^8 =-f/?(4->-T'1^8)'larg(1±^<".
о

где F (а, р, y. z) — гипергеометрическая функция от г и параметров
а, Р, Т,

г(а,р, у, г)- i+ 11?г-|- 2!7(7+П
+

. a(a + l)(g + 2)P(P+l)(P + 2)

,

"*"
3IV(Y+l)(7 + 2)

"Г
•"

В силу известного свойства гипергеометрических функций [71,
стр. 306] можно написать

W.L ± , Л- г<1) VI r2(i + ")
U ' 2 • *' г/ r4/J_\ ^JJ (ml)*

Х

х[2г|)(/п+ 1)_2ф(т + 4-)-1п(1-г)](1-г)«
где я|> (г) — логарифмическая производная функции Г (г), | г — 1| <
< 1, |arg (1 — г)\ < п. Отсюда видим, что при г = 1 функция

\~2"' Т* '* **' имеет особенность вида — -^1П0— 2)» а функция

^чТ* Т' *• ^/ —особенность вида

-^ln(l-^) = -±ln(l-74%r) = —§"1п' +
+ JLln(/-a + 4£*).



Замечая теперь, что

•*■ "• *• * - v0mw- т0ш-Ит • 4- ■ '• *) -

-*^F7^F-f-'(-f.-i-.'.4
и полагая р = у-, получаем правильное фундаментальное решение

уравнения (143) в виде

Г(Ь*)--у^-?/'(4-.-Г.1.'1') —у^^). (143")

Правильное сопряженное ядро Q (£, г) в данном случае в

соответствии с (121) запишется в виде

Q(E, 2) = Г(Ь г) + Ш& z) = --^-±-f(±- ,-i- ■ ]' ^) +

го

-(t^t-^I-t-t.1.!»')),}^. (из'")

В случае р = х р-аналитические функции f (г) = и + iv

(г = х + iyy х > 0) описывают пространственные осесимметрич-
ные потенциальные поля (и — потенциальная функция, v —

функция тока, у
— ось симметрии, х — расстояние от оси симметрии),

что, в частности, свидетельствует о вполне определенной их

важности.

Пусть теперь р = хк (k = const > 0). Уравнение (104") в этом

случае принимает вид

1 м=-щ- ^Ч) +
TiT ^^=°-

(144)

По аналогии с интегралом (143') будем искать решение уравнения
(144) в виде (см., например, 126])

я

2 k

и &, Л. х, у) = f Ф (0) (г2 + 4x1 - 44 sin2 в) 5d0, <144')
о

где ф (0) — некоторая функция от 0, остальные обозначения имеют

тот же смысл, что и в интеграле (143'). Дифференцируя правую
часть равенства (144') по £ и т] под знаком интеграла и интегрируя
полученные интегралы по частям, находим

L(a) = Jt*-» f(r2 + 4*£—4**sin20)
2

'

I — А2ф(0)(£ — х +

90



+ 2x cosa 8) — 2£*ф (6) + * (k + 2) £<p (9) +kx<p (0) cos 29 +

**

Ф/(0)81п28]й0.^ 2

Таким образом, для того чтобы интеграл (144') удовлетворял
уравнению (144), достаточно, чтобы функция <р (9) удовлетворяла урав-
нению

2ф (9) (1 — k) cos 29 + ф' (9) sin 29 = 0.

Отсюда находим ф (9) = С sin*-1 29, где С — постоянная.

Подставляя это в (144'), получаем
п

к 2

" & Л, х, у) - С (г2 + 44)" Г sin*~l2e
к

49.

i a—ji2sin2e)2
Отсюда, используя равенство

п

2

Bfl.v)» гЯ +У ' ReX>0, Rev>0

(см., например, [72, стр. 403]), можем написать

«<6. л. *. у) = £—т • 2' ^(4- • 4" • *• ^а) •

(r* + 4xl)2

Учитывая теперь выражение для гипергеометрической функции
F (а, Р, а + Р, г) вида [72]

-tj)(a + т) — г|)ф + /п)— 1п(1 -г)](1 —г)™,
где ф (г) — логарифмическая производная функции Г (г), | г —1| <;
< 1, | arg (1 - г) |< л, a =£ 0, —1, -2, ..., р Ф 0, —I, -2, ...,

подбираем постоянную С так, чтобы в точке | = х> ц
= у функция

" (6. Л. *> #) имела особенность вида — in г. Получаем С = —2*.

Искомое правильное фундаментальное решение уравнения (144)
запишется в виде

Г & г) ^^1^(4 . 4- .*.■»■) • (144")
(*S)2
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Правильное сопряженное ядро Q (£, г), соответствующее
характеристике р

= хк, определяется равенством (121) при условии, что р
=

= **, q = О, Г (£, г) — правильное фундаментальное решение
(144").

§ 5. СВОЙСТВО ЕДИНСТВЕННОСТИ

И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
(р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Приведем прежде всего теорему Т. Карлемана в том виде, в

каком она была установлена им [38, 39].
Теорема 1. (Т. Карлемана). Всякое решение в области G в

плоскости г = х + iy системы уравнений (51), где А = а + *Р, В =

= у + t'6 — заданные непрерывные в G функции от z = х + iy,
имеющее в области G нуль бесконечного порядка или точку
накопления нулей, тождественно равно нулю в области G.

При этом под решением данной системы уравнений в области G
понимается функция комплексного переменного ф (г) = q> + ty,
вещественная и мнимая части которой, как функции от х и у,

удовлетворяют условиям: а) ф и г|? непрерывны в G; б) -S-, -^-, -^-, -^р
существуют и непрерывны в G— /, где / — множество точек области

G, составленное из отдельных точек и точек конечного числа спрям-

ляемых дуг; в) -^-, -^-, -^-, -^ ограничены в G — I; г) -^-, -J'
^-, -^- удовлетворяют данной системе уравнений (51) в G — /.

Для наших целей несколько видоизменим формулировку
теоремы Т. Карлемана.

Теорема 2. Пусть ф (z) = <р + й|>
— однозначная, обобщенная

аналитическая функция четвертого класса в области G с

выброшенной точкой 20, причем ее параметры А и В непрерывны и ограничены
в G — г0. Тогда функция ф (г), если для нее точка z0 является

предельным нулем бесконечного порядка10 или точкой накопления нулей
при условии, что она (или ф (г) (z — г0)а, а = const < 1)
остается ограниченной при подходе к г0, тождественно равна нулю в

области G.
В самом деле, по условию функция ф (г) = q> + гф в G — z0

непрерывно дифференцируема и удовлетворяет системе уравнений
(51). Не ограничивая общности, будем считать 2^=^и введем

следующие обозначения: Т — круг радиуса R с центром в точке z0 =

= О, S — его граница, е — круг достаточно малого радиуса р с

центром в точке Zq = 0, у — его граница. Рассмотрим
последовательность функций

ф (Z) e _^i?L
Л)

8п(г)
'

10 Это значит, что lim Ф (г) (z— zj~~n = 0, где п — любое целое
положительное число.
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где gn (г) определяется одним из равенств: а) если Zq
— нуль

бесконечного порядка,

g/,(z) = 2", л= 1. 2, ... ;

б) если z0
— точка накопления нулей,

gn(z) = (z — z1)(z — z2) ... (2 — z„), л = 1, 2, . ..

Здесь 2Х, г2, ..., 2Я, ...— нули функции ф (г) такие, что lim zn =

J = 0. Очевидно, что ф„ (г) удовлетворяет уравнению
' ^ ^= АФЛг) + В^11фп(г),

и поэтому в любой точке z = х + iy, лежащей в кольце р < | г | <
< R, справедливо равенство

w»w 2я« J £-г "Ь 2я« J С—*

—И) Г^ *** С-б + 'л-
Г—в

Учитывая, что при ^-^ 0 фл (z) -*- 0 в случае «а» и | фл (2) (г — z^)a |<
< М (М = const) в случае «б», получаем при 0 < | z | < R

s т

и в частности

|*»к-М-№«1+-ИРш±1»иа*-
S т

Интегрируя это неравенство по кругу | г\ < /?, находим

JJ |Ф.(*)|*4г<-£-|[|Ф.(01 И -i^r]l«l +
|2|<Д S |2|<Я

7- |*|<Д

2я2Я

|*|<Я 1*-С1<2* 0 0
ТО

JJ]«^«)|^y<2«ftOi(D||dC| + 4A«JRjJ|OJI(0|^4.
|2|<Я S г

93



где М =* max (I А] + \ В\). Считая, что 4MR < 1, получаем
\г\<Я

J j \<bn(z)\dxdy< x™mR l\<**m\dz\. (145)
\z\<R S

Рассмотрим теперь отдельно каждый из случаев «а» и «б». В
случае «а» предположим, что в некоторой точке zlf лежащей в круге

D

| -г: | <"2", Ф (zx) Ф 0. Тогда найдется в этом круге некоторая

область V с площадью а > 0, в которой |Ф (г)| > /С> 0. Поэтому

М<* т г [-yJ
и из (145) получаем

Ы 's

Здесь п — любое целое положительное число, поэтому функция
р

ф (г) в области 0 < | г\ < -у не может быть отличной от нуля.

В случае «б» предположим, что в некоторой точке zlf лежащей
D

в круге | г\ <р <. -у, ф (zx) Ф 0. Тогда найдется в круге | z\ < р

область 7" с площадью о > 0 такая, что |ф (г) | >/С> 0 в Т'.
Учитывая это, получаем

Ко

на основании чета из (145) находим

Но это неравенство при достаточно большом п противоречиво,

поэтому равенство ф (гх) = 0 невозможно. Теорема доказана.

Теорема 3. Если две обобщенные аналитические функции
четвертого (или третьего) класса в области G принимают одинаковые

значения на множестве точек, имеющем предельную точку г0 внутри
области G, то они тождественно равны друг другу в области G.

В самом деле, разность ф (z) указанных функций четвертого

(или третьего) класса удовлетворяет условиям теоремы 2 с

параметрами Л и В, непрерывными в точке г0, и обращается в нуль в

точке г0. Следовательно, она тождественно равна нулю в некотором

круге_с центром в точке г0. Взяв теперь какую-либо точку zx этого

круга и рассуждая точно/гак же, приходим к выводу, что ф (г) =
= 0 в некотором круге с центром в точке гг. Продолжая этот

процесс, устанавливаем, что Ф (г) = 0 в области G.
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Теорема 4. Если две (р, ф-аналитические функции в области G

с непрерывно дифференцируемыми характеристиками р и q
принимают одинаковые значения на множестве точек, имеющем

предельную точку внутри области G, то они тождественно равны друг
другу в области G.

Справедливость утверждений этой теоремы следует из теоремы 3,
если учесть, что (р, <7)"аналитическ°й функции / (г) =• и + iv, в

силу (51), (5Г), соответствует функция четвертого класса

ф (z) = ф + гф = аи + iv = ри + i(v + qu)

с параметрами А = В =
-^

=-.

Теорема 5. Если (р, ф-производные p,q.— и p'q.2— двух

функций fx (г) = их + ivx и /2 (г) = и2 + iv2f (р, q)-aнaлumuчecкux в

области G с непрерывно дифференцируемыми в G характеристиками
р и q, принимают одинаковые значения на множестве точек,

имеющем предельную точку внутри области G, то во всех точках

области G

dp,qf\ (z) dpfqf* (*) Г
.

ч г / v , х

dz
=

dz ' М*)-= М*) + const.

В самом деле, в силу теоремы 2' § 3, (р, q)-производные
<Wi<*>*Р.<7'

dz

dz

являются обобщенными аналитическими функциями

четвертого класса с комплексными параметрами А =

-^ =-, В =

=

^ з^"-
В силу теоремы 3, —^ = -^ в области G.

Следовательно, на основании (66') § 3 рих + quy + vy = 0, vx +
+ qux — рии ss 0, где и = щ

—

и2, v = v1 — v2. С помощью

последних равенств в сочетании с уравнениями (р, ^-аналитических
функций

pux — quy
—

Vy = 0, qux + puy + vx = 0

или равенств (67') находим

их = О, vx = 0, ыу = 0, и,, = 0,
т. е.

/(*) = М*) — Мг)=* const.

Пусть Gx и G2 — две области, лежащие в области G, в которой
заданы регулярные характеристики р = p(z)nq = 9 (2). Пустьg—
некоторая область, являющаяся общей частью областей Gx и G2; в

области Gx дана (р, ^-аналитическая функция fx (г) = j^ + ivly
в области G2 — (р, ^-аналитическая функция /2 (г) = и2 + iv2.
Тогда, если в области g выполняется равенство fx (г) = f2 (г), то

функцию /2 (г) будем называть (р, ^аналитическим продолжением
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функции fx (z) в область G2, функцию fx (z) — (p, ?)-аналитическим
продолжением функции /2 (г) в область Gx. Очевидно, что такое

(р, ^-аналитическое продолжение может быть только единственным.

Теорема 6 (принцип (р, ^-аналитического продолжения по

непрерывности). Пусть Gx и G2 — две области, примыкающие друг
к другу вдоль спрямляемой кусочно-монотонной кривой /, р и q —

регулярные характеристики, определенные в области G, содержащей
Gx и G2 (рис. 3). Тогда, если fx (г) и /2 (з) — функции, (р, ф-анали-
тические в Gxu соответственно в G2, причем при подходе к I изнутри

. /j\ Gj и изнутри G2 fx (г) w соответст-

*^ -^ "V ^ веяяо /2 (г) равномерно стремятся
к своим непрерывным вдоль I
предельным значениям и эти

предельные значения одинаковы, то f2 (г)
является (р, q)-аналитическим
продолжением^ (г) в область дг^г.(г)—
(р, q)-аналитическим продолжением

"*J /а (г) в область Gx.
Рис з, В самом деле, пусть gx и g2

—

области, лежащие соответственно

в Gj и G2 и примыкающие друг к другу вдоль части 1Х кривой /,
уг
— граница glf у2 — граница g2, у — граница области g,

составленной из точек glt g2 и 1г. Пользуясь обобщенным интегралом типа

Коши в соответствии с обобщенной формулой Коши, получаем

1

2т
Vi I и»

тйг1мо<*»,Р<Ы-{,
Vt W!

0,

z<=8v

гс ft,

Поэтому для любой точки, принадлежащей ft или ft, можем напи

сать

2Cft,
г С ft,

где

МО,

./.(0.
Но левая часть равенства (146),

^И'^'^Ны*!: (146)

/(0 =
■Л

Сет, —/г

как обобщенный интеграл типа

Коши, представляет собой функцию, (р, ^-аналитическую в g. Эта

функция в gi совпадает с fx (z), в g2 — с /2 (г). В силу этого и согласно

определению /2 (z) является (р, ^-аналитическим продолжением
/х (z) в область g2 и, следовательно, в область G2. Теорема доказана.

Теорема 7 (принцип симметрии (р, ^аналитического
продолжения). Пусть Gxu Ga — области в плоскости г = х + iy>
симметричные относительно дуги окружности /, вдоль которой они

примыкают друг к другу, р = р (г) и q = 9 (z) — регулярные характерис-
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тики в области, составленной из точек Gu G2 и I, причем в точках,

симметричных относительно I, р (г) принимает одинаковые

значения, a q (z) — значения, противоположные по знаку. Тогда, если

функция fx (z) = ut + ivly (р, q)-аналитическая в области Gu при
подходе к I изнутри равномерно стремится к своим непрерывным
вдоль I предельным значениям и эти предельные значения
вещественные, то (р, q)-aнaлumuчecкoe продолжение /2 (г) = и2 + iv2
функции /х (г) в область G2 существует и чтобы получить это

продолжение, достаточно потребовать, чтобы в точках, симметричных
относительно I, вещественные части fx (г) и f2 (г) были одинаковы,
а их мнимые части — противоположны по знаку.

В самом деле, не ограничивая общности, можем считать, что /

совпадает с отрезком вещественной оси, G± — область в верхней
полуплоскости, G2 — область в нижней полуплоскости z = X +

+ iy. В Gx дано

pulx
—

quw — vw = 0, qulx + puw + vlx = 0. (146')

Учитывая, что в точках, симметричных относительно /, выполняются

равенства

UXx \г = U2x |* UX и \г = ~ U2y |i> Vlx \г = ~ V2x \* Vly \г = V2y |i

при z a G2, из (146') получаем

ри2х
—

qu2y
—

v2y = 0, qu^ + ри2У + v2x = 0.

Это значит, что функция /2 (г) = и2 + iv2, принимающая в точках,

симметричных относительно /, значения комплексно-сопряженные
со значениями функции fx (г) = их + ivY в Gu является (р, q)-
аналитической в G2 и при подходе к / изнутри области G2
равномерно стремится к своим предельным значениям, которые, в силу их

вещественности, совпадают с предельными значениями функции
fx (г) при подходе к / изнутри области Gv Таким образом, функции
/i (г) и /г (г) удовлетворяют условиям теоремы 6 и, следовательно,

f2 (г) является (р, ^-аналитическим продолжением /х (г) в область

G2. Теорема доказана.

§ 6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть / (г) = и + iv — функция, (р, ^-аналитическая в

замкнутой односвязной области D + С, с данными характеристиками

р == р (г), q = q (г). Как всегда, если не оговорено обратное,
будем считать, что в рассматриваемой области р (г) > 0. Положим

Ро = Р (го)> Чо = Я (2о)» ГДе 2о
— любая фиксированная точка

замкнутой области D + С. Для случая постоянных характеристик р0
и </о можно в соответствии с (111) и (ИГ) взять сопряженные ядра
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в виде
u

Q (С, г) - Г (£, г) + iH (С, г) = J- In r + i (arctg %=± +4 lnr) ,

Q (С г) = Г (С, г) + iff (£, г) - -4 In л + iUrctg -П=£ + -Jj- In г\ .

Подставляя эти результаты в (112), получаем

f (г>= 1НГ j" ю <*"(^'г) + w'(odQ &г) -

-4-Я """'-'Г"-'" О.<Ь г) + «e+Ws+3оп(£, 2)1 фг,.
Полагая теперь г0 = г, находим

№ = 4йI" <о й° &2> +i0 ©dQ0 е. г) -

^Wv-^rtiНб(С.2) +

<7(2)uj + p(2)un + u5 0 ]
+ S

2 °ч<S' Z) I ^rffl. (147)

где

Q°(C, 2) = Г°(£, 2) + ;#<>(£, г) = -L^- lnr +

+ 4arc*et=I+iW-J' I (147')

О» (С, г) = f° (Ь г) + iff0 (С, г) = -^- In r +

+ t(arctgi^L + mlnr).
Поскольку / (г) = и + iv — (p, ^-аналитическая функция в

D + С, равенство (147) можем записать в виде

f(z) = u (х, у) + iv (х, у) = fx (г) + V (г), (148)

/i (*) - "ST J " (О d& (Ь 2) + iv (С, г) ЛУ (С, г), (148')

где

11 В справедливости этого можно также убедиться с помощью
непосредственной проверки.
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V(z) = R(x,y)+iS(x,y) =

—ИЯ {p(0^p(z))u"'2{Q{0-'Q{2))u" dg(e.g) +

,
to (0 - <7 W) «6 + (P (0 - P (2)) "Л Oo /v v

с/^л. (148")

Учитывая (147'), замечаем, что дифференциальные свойства

функции /х (2) в области D точно такие же, как и дифференциальные
свойства характеристик р и qy так как контурные интегралы по

переменной £ правой части равенства (148') можно дифференцировать
по z под знаком интеграла сколько угодно раз.

Таким образом, исследование дифференциальных свойств (pt q)-
аналитической функции h(z) = и (х, у) + iv (дг, у) полностью

сводится к исследованию дифференциальных свойств функции V (г),
определенной равенством (148").

Лемма 1. Пусть D (£, г) — вещественная функция,
непрерывная по обеим точкам £ = {■ + щ и г = х + iy, принадлежащим
замкнутой области D + С, при £ Ф z и удовлетворяющая условию

|Р(Е.г)|< |£^г[г , (149)

где А — постоянная, не зависящая от £ и г. Пусть р (£) — ве-

щественная функция от £, правильно непрерывная с показателем

б (0<6 < 1) в D + С, а (£) —вещественная функция от £, «еяре-

рывная и ограниченная в D. Тогда двойной интеграл

Q (г) = J J [Р (0 - Р (г)| D (С, г) о (Q d|di| (150)
D

будет функцией от г, непрерывной в D + С.
В самом деле, пусть е?г

—

круг радиуса р0 с центром в точке

г a D + С или его общая часть с D + С. Очевидно, что при
достаточно малом р0 интеграл

J[p(0-PWl^tt.2)a(0rfgdT|
будет меньше наперед заданного числа е, независимо от точки z сг

С D + С. Имеем

(2(г')-(2(г)= J J {[р (»-р(г')Ю (&*')-1Р(0~

- р (z)] D (£, г)} a © d^t] + J j [p (Q - p (z')\ D (£, г') a (£) d^ri -

- \ $ [P(0-P(2>1 0(C 2)ag)tt + j flp(Q-P(*')] X

v

XD(£, z')a(E)d6d4-J j[p(Q-p (*)]£>(£, z)o(QdgA|, (150')
v
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где у
=

е2
—

егег>, у' = е* — е^?* е^
— общая часть кругов

ег и ег' (рис. 4). Второй и третий интегралы правой части равенства
(150') сколь угодно малы при достаточно малом р0. Зафиксировав
р0, можем считать точку г' настолько близкой к точке г, что

четвертый и пятый интегралы, в силу (149), будут меньше наперед
заданной величины. Теперь, учитывая, что функция [р (£) — р (г)] D (£,г)/
непрерывна по г равномерно относительно точки £, лежащей вне

фиксированной окрестности
точки г, приходим к выводу, что

первый интеграл правой части

равенства (150') будет тоже

сколь угодно малым, если
точка г' достаточно близка к

точке г. Лемма доказана.
Замечание. Из приведенных

выкладок видно, что если р (£)
и о (£) зависят от какого-либо

параметра (ы, причем правиль-
Рис. 4. ная непрерывность р (£) и

ограниченность о (£) носят

равномерный характер относительно параметра fi, изменяющегося в

некоторой области 7\ то двойной интеграл (150) непрерывен по z в D + С

равномерно относительно параметра jx, изменяющегося в области Т.

Лемма 2. Пусть D (£, г) —вещественная функция от £ = £ + ix\
и 2 = х + iy, вместе со своими производными Dt (£, г) и

Dy (£, 2) непрерывная по обеим точкам z и £, принадлежащим
замкнутой области D + С, при £ Ф z и удовлетворяющая условиям

1Р(£,г)|< ,^г|2 , |Д,(С.г)|, |РЛС.*)1<иД|, . (149')

где А и Ах — постоянные, не зависящие от £ и г. Пусть р (£) — вг-

щественная функция от £, правильно непрерывная с показателем
б (0 < б < 1) в D + С, a (J) — вещественная функция от £,
непрерывная и ограниченная в D. Тогда двойной интеграл (150) будет
функцией от z, правильно непрерывной в D + С с показателем б',
сасол6 угодно близким к б.

В самом деле, поступая так же, как и при доказательстве
леммы 1, рассмотрим каждый из интегралов правой части равенства
(150').

1. Имеем

I-МЧ И Up(O-p(*')]0(C,z')-

-lP(O-p-<z)]0(C.z)}<*<E)d5*l

- р (г')| [D (С, г') - Д(5, г)] - [р (г') - р (г)\ D (£, г)} р (?) dgrf»,
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< И [p (0 - P (г9)] \D (£, 2') - D (£, z)] о (£) d^dr\ \ +
D-e2-e,

П Ip(0-p(*)]£(£, г) ° (£)<*№

</OW J J \t-z'\*\D(t%z')-D&z)\dLdT\ +
D-ez-ez>

+ KM J J |?'-г|в|Л(£,г)|<*Уть
D_<v

где /(— постоянная правильной непрерывности функции р (£)
(т. е. определяющаяся условием |р (£') — р (£)| < /С | £' — £|б),
Л1 — постоянная, ограничивающая |а (£) | в области D. В силу того

что при £ cz D — ег
— ег* D (£, г), как функция от г, в ег + е?

имеет непрерывные производные по л: и #,

#(£, г') - D (£, г) = D, (£, г) |2=г* Ах + Dy (£, г) |2=2. Ду,

где z* = х* + iy* — некоторая точка, лежащая на прямой,
соединяющей точки г и г'. Поэтому можно написать

\D(Z,z')-D(Z,z)\<jr^J\z'-z\.
На основании свойств треугольника с вершинами в точках z\ 2*, £
(см. рис. 4) |£ — 2' | < | 2 — 2* | + | £ — 2* |, и если условиться в

дальнейшем считать | z' — z\ = р0, то | £ — 2* | > -у-> Тг .

Поэтому |£_2'|<3|£-2*| и |D(Cf zO-Du^l^f^plz'-zl.
Учитывая это, получаем

0-ег-<у

Но при jcD—в,—«у |2'-2|<|?-2|, |г'-г| <|£ — г'|,
поэтому

|/1|<27Л1/СА«|г'-г|» fj ^\_6-, +

Следовательно, каково бы ни было б' < б, найдется постоянная К±
такая, что \JX\ < /Ci I z' — z\6'.

101



2. Имеем

1Л1= ||J[p(0-p(2')lO(Cfz')a(0d6rf4|<
Ро2я

*МЛ j.[ {§=?•£-<№ < КМАИ 7=^ = КМЛ2я Xlг' ~ г Iе*

Ро2я
. ... Г Г I f *' Iй ....

3. Точно так же получаем

\Jz\<KMA2n-j-\z'— г\\
4. Имеем

<ly4le|JflP(0-P(Ol^(t^)a(Orf6rfT|
V

е 2р?2л о2е
<

1

v 6 6

5. Точно так же находим

\Jb\ = \H[9(l)-9(z)\D(l,z)o(l)d\dr[\<KMA2n^-\z'-z\\
V

Учитывая все эти оценки, приходим к выводу, что при любом

б', сколь угодно близком к S, найдется постоянная К', не

зависящая от точек г и г', принадлежащих D + С, такая, что

\Q(z')-Q(z)\<K'\z'-z\*.
Лемма доказана.

Замечание, Из приведенных выкладок видно, что если в условиях
доказанной леммы предположить, что р (£) и a (£) зависят от

какого-либо параметра ц, причем условие правильной непрерывности
р (£) и условие ограниченности a (£) носят равномерный характер
относительно параметра ja, изменяющегося в некоторой области 7\
то двойной интеграл (150) будет правильно непрерывным по г в

D + С равномерно относительно параметра ц, изменяющегося в

области Т.

Перейдем теперь непосредственно к вопросу о зависимости

дифференциальных свойств (р, ^-аналитических функций от

дифференциальных свойств характеристик р и q. Как отмечалось выше, этот

вопрос сводится к исследовании? дифференциальных свойств

функций, определенных равенством (148").
Из рассмотрения (148") и (147') следует, что функция Ч? (г),

определенная равенством (148"), представляет собой линейную
комбинацию с комплексными коэффициентами, зависящими от г,

интегралов вида

Q0 (г) - J J IP (С) - Р (г)] D° (£, г) о (Q d&% (151)
D
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где р (£) = р (0 или р (£) = q (£), а (£) = щ (£) или a (£) = ыл(£),

£>°(£, ^) = G6(C, 2) = -^— или D°(£. г) = Ол(£, г) » -^-, причем

коэффициенты этой линейной комбинации сами являются линейными

комбинациями с постоянными коэффициентами функций от z вида

Т^Г' Щ;* т4г -?»"• Пусть' как и ранее' /(2) = м+ iv ~

функция, (/?, ^-аналитическая в замкнутой односвязной области
D + С.

Теорема 1. Если характеристики р (г) и q (г) в D + С правильно

непрерывны с показателем б, то частные производные (р,
q)-аналитической в D + С функции f (г) по х и у правильно непрерывны

внутри D с показателем б', сколь угодно близким ас б.
В самом деле, при высказанных предположениях о р (г) и q (г),

в силу теоремы о дифференцировании равномерно сходящихся

интегралов (§ 1) по формулам (36), получаем

Q°x (г) = J J [р © - р (г)] D°x (С, г) а (£) d&ft|. |
Л (151')

QS (*) = J J IP (0 - Р (*)l D" (С. г) а (0 dgdri.

Ha основании леммы 2 правые части равенств (151')
правильно непрерывны в D + С с показателем б', сколь угодно близким к

б. Учитывая (148), убеждаемся в справедливости утверждений
теоремы.

Теорема 2. Если в D + С характеристики р (г) и q (г)
непрерывны вместе с их частными производными по х и у первого порядка,
причем указанные производные первого порядка правильно

непрерывны в D + С с показателем б, то (р, q)-aнaлumuчecкaя в D + С

функция f (г) непрерывно дифференцируема в D два раза. При этом

частные производные по х и у второго порядка правильно непрерывны

внутри D с показателем б', сколь угодно близким к б.
В самом деле, на основании теоремы 1 производные функции

/ (г) по х и у первого порядка правильно непрерывны в D с

показателем, сколь угодно близким к единице. Далее, в силу (15Г) можем

считать, что функция W (г), определенная равенством (148"), пред-
ставима в D + C в виде линейной комбинации интегралов вида

J (г) = J J IP (0 - Р (2)] D (С, z) о (?) dgrfti. (152)
6

где р (£) = р (£), или р (£) = q (£), о (£) = иг (£), или a (£) = иц (£),
D (£, г) = Gtt (С, г), или D (£, г) - G^ (£, г), или D (£, г) =
= G^ (£, г), причем коэффициенты этих линейных комбинаций
являются функциями от г с такими же дифференциальными
свойствами, как и у характеристик р (г) и q (г). Покажем, что интегралы
вида (152) имеют внутри D правильно непрерывные производные по

х и у с показателем б', сколь угодно близким к б.
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Рассмотрим вспомогательный интеграл

/ (z)=№ IP (С) - Р (г) D (£, z)] <%dr\. (153)
D

Считая для определенности D (£, z) = G^ (£, г), записываем

/(г) = ||{^([р(С)-р(г)]0,)-4Р-^}^л==
= \ [Р (0 ~ Р (г)] О^л

- J J Ps (О G* (С. г) фц.
С D

Отсюда видно, что частные производные интеграла / (г) по х и у
в области D существуют и правильно непрерывны внутри D с

показателем б', сколь угодно близким к 6. Например,

L (г) = J [Р (0 - Р (г)] Gbdgdri - рх (г) -iL J G (£, г) 4Л -

b с

-И [Рг (С) - Р, W1 Gft, (£, г) dgrf4. (153')

Таким образом, интегралы (152) и (153) удовлетворяют условиям
теоремы о дифференцировании равномерно сходящихся интегралов
и по формулам (36) (§ 1)

Jx (г) = о (г) \х (г) + J J [а © - а (г)] -|- ([р (Q -

-p(z)|D(Cfz))d8dn.

У, (г) = а (г) /, (г) + J J [а (?) - а (г)] -А- ([р (Q -

■Р(*)1 Я (£,*))<№

(152')

В силу теоремы 2, правые части этих равенств правильно
непрерывны внутри D с показателем б', сколь угодно близким к б.
Следовательно, в силу (152), (153), (152'), (153') и (148) частные

производные функции / (г) по х и у второго порядка в области D представляют
собой суммы линейных комбинаций контурных интегралов и

линейных комбинаций интегралов вида

Л (г) = J J [о (0 - о (г)] Dx (£, г) dgd4,
D

А (г) = И I* О - Pi <2)lD & г> <*&*!.

(154)

(154')

где рх (0 = р! (О или р! (0 «=

(ч, (£), а а (£), р (£), D (£, г) имеют

тот же смысл, что и в (152),

0i (С г) = -|- ([р (0— р (г)] D (£, г)), -А- ([р (Q - р (г)] Z) (£, г)),
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причем дифференциальные свойства коэффициентов этих линейных

комбинаций такие же, как и у характеристик р (г) и q (г).
Интегралы (154) и (154') удовлетворяют условиям леммы 2 и поэтому
правильно непрерывны в D + С с показателем б', сколь угодно
близким к б, это же самое относится к частным производным функции
/ (г) по х и у второго порядка внутри D. Теорема доказана.

Теорема 3. Если в D + С характеристики р (г) и q (z)
непрерывны вместе с их частными производными по х и у до второго порядка,
причем указанные производные второго порядка правильно
непрерывны в D + С с показателем б, то (р, д)-аналитическая в D + С

функция f (z) непрерывно дифференцируема в D три раза. При
этом частные производные по х и у третьего порядка правильно

непрерывны внутри D с показателем б', сколь угодно близким к б.

Для доказательства теоремы достаточно установить, что

частные производные по х и у первого порядка интегралов (154) и (154')
правильно непрерывны внутри D с показателем б', сколь угодно
близким к б. Интегрируя по частям, убеждаемся, что интегралы

Jx (z) и J\ (z) представляются в виде сумм контурных интегралов,
обладающих интересующим нас свойством, и двойных интегралов
вида

/i (*) = И ip ю - р(г)] D ^z) а* {°dld^ о 55>
D

/;(z)-JJft«)De(g,2)dgd4. (155')
D

где ох (£) = аЕ (£), оц (£) или игь и6л, иЦГ]; р2 (Q = pu (£), р^ ft)
или р|£ (£), Ps-n (£), Ргго (£); D (£, z) hD° (£, г) имеют тот же смысл,

что и в (151), (152). Но производные интеграла jt (z) находятся так

же, как и производные интеграла (152), и определяются правыми
частями равенств (152') при единственном условии, что о (£)
заменяется на ах (£). В силу леммы 2 частные производные по х и у
интеграла jx (г) внутри D правильно непрерывны с показателем б',
сколь угодно близким к б. Производные по х и у интеграла j\ (г)
представляются в виде суммы контурных интегралов,
умноженных на р2 (г), и двойных интегралов вида

И ГР2©-Р2 (*)]£(£, *)<*№,
6

правильно непрерывных в D + С с показателем б', сколь угодно
близким к б. Следовательно, можем сказать, что частные

производные функции / (г) по х и у третьего порядка в области D
представляются в виде сумм линейных комбинаций контурных интегралов и

линейных комбинаций двойных интегралов вида

J2 (г) = j J К (Q - а> (z)) Dx (£, г) <ДО|. (156)
6

А (г) = J J [р2 (0 - р2 (г)] D (£, г) dgrfi), (156')
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где a! (£), р2 (£), D (£, г), Dx (£, 2) имеют тот же смысл, что и в (152),
(154), (155), (155'). Коэффициенты этих линейных комбинаций
имеют такие же дифференциальные свойства, как и характеристики
р (г) и q (г). Замечая, что интегралы (156), (156') удовлетворяют
условиям леммы 2, убеждаемся- в справедливости утверждений
теоремы.

Применяя к интегралам (156), (156') те же рассуждения, что и

к интегралам (154), (154'), и повторяя их, убеждаемся в

справедливости следующей теоремы.

Теорема 4. Если в D + С характеристики р (г) и q (г) вместе

с их частными производными по х и у до п-го порядка непрерывны,
причем указанные производные п-го порядка правильно непрерывны
в D + С с показателем б, то (р, q)-аналитическая в D + С

функция f (г) непрерывно дифференцируема в D п + 1 раз. При этом

частные производные по х и у (п + \)-го порядка правильно
непрерывны внутри D с показателем б', сколь угодно близким к б.

Согласно известной теореме Пикара, всякое трижды
непрерывно дифференцируемое решение линейного эллиптического

дифференциального уравнения второго порядка с двумя независимыми
переменными х и у является аналитической функцией от х и у, если

коэффициенты этого уравнения
— аналитические функции от х и

у [73—76]. Учитывая это, приходим к следующей теореме.
Теорема 5. Если в D + С характеристики р (z) и q (г) —

аналитические функции от х и у, то (р, q)-aнaлumuчecкaя в D + С

функция f (г) является аналитической в D функцией от х и у.
., Применим теперь полученные результаты для решения вопроса
об интегральных представлениях частных производных (р,
^-аналитических функций.

Правильное сопряженное ядро Q (£, г) = Г (£, г) + Ш (£, г)
по определению представляет собой (р (г), q (г))-аналитическую
функцию от z = х + iy> зависящую от параметра £ = g + щ,
непрерывную при г Ф £ по обеим переменным г и £ вместе со

своими производными Q, (£, г), Qn (£, г), % (£, г), % (£, г), QnJC (£, *),
*^н/ '(£> г)- В силу равенств (124), (125) такими же свойствами

обладает вспомогательное правильное сопряженное ядро Q (£, г),
умноженное на —Л На основании этого из полученных выше

результатов и замечания к лемме 2 следует справедливость следующей
теоремы.

Теорема 6. Если в области G характеристики р (г) и q (z) имеют
непрерывные частные производные по х и у до п-го порядка, причем

указанные производные п-го порядка правильно непрерывны в G с

показателем б, Q (£, z) и Q (£, г) — правильные сопряженные ядра
в области G, mo Qg (£, г), йл (£, г), Q; (£, г), йл (£, г), ка/с функции
от г, в области G при z ф £ имеют непрерывные частные

производные по х и у до (п + \)-го порядка. При этом указанные производные
(п + 1)-го порядка правильно непрерывны в G с показателем б',
с/соль угодно близким к б. Непрерывность по переменной z всех про-
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изводных до п-го порядка и правильная непрерывность производных
(п +■ \)-го порядка равномерны относительно переменной £,
изменяющейся вне области изменения переменной г.

Следствие. Пусть характеристики р (г) и q (г) удовлетворяют
условиям теоремы, замкнутая область D + С лежит внутри
G, / (г) —функция, (р, ^-аналитическая в D + С или (р>
^-аналитическая в D и непрерывная изнутри на контуре С (если контур С

кусочно-монотонный), интеграл

f& = "ST \f ® d™Q & z) = "2ЙГ f и ® rf» (С г) + ш (О 4Q (С, г)
'с с

(157)
является представлением функции / (г) в области D по обобщенной

формуле Коши с правильными сопряженными ядрами. Тогда
частные производные функции / (г) по х и у до (п + 1)-го порядка в

области D могут быть получены с помощью дифференцирования
обобщенного интеграла Коши правой части равенства (157) под

знаком интеграла:

^Г = -Sfff "Ю*°*«. z) + МОЛМС г) =

-JLf2га J (au (О + ш (£)) -^- Q, (£, г) at, - (аи (Q -

df(z)
ду

_1
2га'r j" и (0 dQ„ (С, г) + fe (С) dQ„ (£, г) =

с

! (157')

■ft»(0)-J-Q„(S,2)dC,

a^+l 2jtfJ *W
dyn+l

+WW
^e+i

if/ /*-ч i
•

,^ч 2* <Jn+1Q(£, г) ...

=

"53- J <а" Ю + ш ®) -5Г . <у-й d£ -

/- /« • ,*чч
? dn+1Q (£, г) .?

-(аИ(о-<0(е))— ^ dc.
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Точно так же в этом случае с помощью дифференцирования под
знаком обобщенного интеграла Коши можно получить (р,
^-производные (р, ^-аналитической функции / (г) и ее производные по

сопряженной переменной до (п + 1)-го порядка.

§ 7. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Покажем [2], что топологические свойства р-аналитических и

(р, ^-аналитических функций точно такие же, как и топологические

свойства аналитических функций одного комплексного переменного.

Теорема 1 (о сохранении области). Всякая (р, дуаналитиче-
екая функция w = / (г) = и + iv, отличная от тождественной
постоянной, с характеристиками р (г) и q (г) вместе с их частными

производными, правильно непрерывными в области ее определения
G в плоскости z = х + iyy преобразует область G в область в

плоскости функции w = и + iv.
В самом д.елеу якобиан J (z) = uxv

—

uyvx функции w = f (z) =
= и + iv имеет вид

J(z) = = p(u2x + u%\"x —Wx — PUyl

pux — quy J
и, следовательно, нули этого якобиана совпадают с нулями (р, q)-
производной функции / (г)

dpJ№
__

Р"х + Я"У + Уу , , Ух + Я»х ~ Р"У
__ п /„ ;„ ч

~£
—

2
•"" '•

2
— Р * х }иУ)"

Но p,q. , в силу теоремы 2' § 3, является обобщенной

аналитической функцией четвертого класса с параметрами

„ 1 do D i do
,

.

Следовательно, множество ее нулей представляет собой множество

изолированных точек. Это же самое на основании сказанного выше

относится к нулям якобиана J (г).
Пусть г0

— точка области G, е — ее окрестность, у — граница е.

Если J (z0) > 0, то образом е в плоскости w является однолистная

окрестность точки w0 = f (г0). Это следует из хорошо известной

теоремы о существовании неявных функций. Пусть J (z0) = 0. Берем
окрестность е в виде круга с центром в точке z0 настолько малой,
что в е + у ПРИ z Ф zo выполняются такие условия: a) J (z) > 0,

б) / (z) ф w0. Условию «б» можно удовлетворить, так как для

(р, ^-аналитических функций множество Л-точек, т. е. точек, в

которых f (z) = А (А — любое конечное число), представляет собой

множество изолированных точек, как и множество 0-точек (нуль-
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точек). Последнее вытекает из того, что постоянная А всегда
является (р, (^-аналитической функцией при любых характеристиках
р и q. Обозначим через у' любой замкнутый контур, охватывающий

точку г0 и содержащийся в е, а через [arg (f (г) — w0)]y —
приращение arg (f (2) — w0) при обходе у' в положительном направлении.
Применяя метод, указанный в работе [77], покажем, что

[arg(/(2)-w0)V = 2ntt, (158)

где п — целое положительное число, не зависящее от у'.
В самом деле, для всякой точки 2*, достаточно близкой к точке

20, найдется замкнутый контур у*> охватывающий точку 20, такой,
что

[arg {f (2) - f (2*))]v = [arg {f (2) - f (г*))]-г+у > 0.

Выберем точку z* так, чтобы при z а у выполнялись условия
f (г) Ф f (2*), |/ (z) — f (2*) | > | / (2*) — w0 |. Тогда, в силу
однозначности фуНКЦИИ / (2),

[arg(/(2)-/(2*))]v = 2n/z,

[arg(/(2)- w0)]y = [arg(/(2) -/(2*))]v = [ 1 + /®*$*)], =
= [arg(/(2)-/(2*))]v = 2nn.

Но функция w = f (z) в замкнутой области, ограниченной кривыми
у и у\ не принимает значение w0, и, следовательно, [arg (f (z) —
— w0) ]_v'+v = 0» т- e- равенство (158) справедливо. Из (158)
вытекает, что функция от 2, определенная равенством со = ср (z) =

j_
= а + ф = (f (z) — w0)п, однозначна и непрерывна в е + у.

Далее, в е + у при z Ф г0 производные этой функции непрерывны
и ее якобиан

1 »М
i(z)=a3fiy-a^x = -^-\f(2) -w0\

U !J(z)
положителен.

Пусть Е — образ е в плоскости со. В силу того что образ у в

плоскости со не содержит точку со = 0, найдется достаточно малый

круг | со| < е такой, что для всякой точки сох, принадлежащей этому

кругу, [arg (ф (2) — сох) lv = 2л. Записав это равенство в виде

п

[arg (ф (2) — coj] = 2 [arg (q> (z) — сох)]у

где yk
— замкнутые кривые, разбивающие e на q областей и такие,

что на этих кривых ф (z) Ф сох, убеждаемся, что существует, причем
единственная, точка гг, принадлежащая е, такая, что ф {zY) = сох.
Это значит, что множество Е, включая и точку со = 0, состоит из

внутренних точек, т. е. представляет собой однолистную
окрестность точки со = 0. Следовательно, образом е в плоскости w = и +
+ iv будет n-листная окрестность точки w0 = f (z0). Учитывая
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теперь, что, в силу непрерывности функции /(г), любые две точки

образа G в плоскости w = и + iv можно соединить непрерывной
кривой, состоящей из точек этого образа, заключаем, что образом
области G будет вполне определенная область в плоскости w =

*= и + iv12.
Замечание. Далеко не для всякой эллиптической системы

уравнений может быть справедливой теорема о сохранении области.
В этом отношении (р, ^-аналитические функции и вообще решения
эллиптических систем уравнений вида (44) при Ах = Аг = Вг =
= В2 = 0 (§ 2) выгодно отличаются от решений других
эллиптических систем уравнений. Например, для такой простой системы,
как их

—

vy
= 1, vx + иу

= 0, теорема о сохранении области

несправедлива, так как в качестве ее решения можно взять и = х,
v = 0. Несправедлива эта теорема также для обобщенных
аналитических функций третьего и четвертого классов, о чем свидетель-

df -F
ствует, например, уравнение -4т- = if, в качестве решения кото-

dz

рого можно взять

/(г) = ы + ш = *<<"*-*> = е2р.

Чтобы выяснить вопрос о необходимых и достаточных условиях
для того, чтобы (р, ^-аналитическая функция преобразовывала
однолистную окрестность в однолистную, нам понадобится
установить некоторые свойства отображений, осуществляемых
произвольными непрерывно дифференцируемыми функциями комплексного

переменного с якобианом, отличным от нуля. Один из результатов
в этом направлении получен Тейхмюллером [56]: если непрерывно

дифференцируемая функция со = со (г) = а + *Р с якобианом

ах$у — а^Ру, не обращающимся в нуль, отображает плоскость

г (не расширенную) на плоскость со (не расширенную) и для

коэффициента растяжений этой функции К (z) выполняется неравенство
оо

K(z)<C(r)y j>(r)-l)-^<oo, Г=|г|,

о (г)
= у- Отдель-то существует постоянная у > 0 такая, что lim

ные результаты в этом направлении, получающиеся при помощи

квазиконформных отображений [51, 53, 56, 81], можно

сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 2 (о непрерывно дифференцируемых отображениях с

ограниченным искажением). Пусть функция со = / (г) = и + iv,

12 Вначале теорема о сохранении области была доказана нами для р-аналити-

ческих функций [2], затем — для решений эллиптических систем вида аих + Ьиу—
—

Vy
= о, dux + сиу -\- vx = 0, коэффициенты которых правильно

непрерывны вместе с их частными производными по х и у [5]. Некоторое ослабление
ограничений, накладываемых на коэффициенты а, Ь, с, d% было достигнуто в работах
И. И. Данилюка и Б. В. Боярского [78—80].
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непрерывная и однолистная в замкнутом кольце г0 <: | г | <: 1 (О <

<г0< 1), удовлетворяет следующим условиям: а) при |г| = 1

|/(г)| = l,npur0<\z\< 1 |/(г)|<1 и /(г) Ф 0;б) при r0 <\z\<
<С 1 функция f (г) непрерывно дифференцируема и ее коэффициент
растяжений К (г) ограничен некоторой постоянной у Ф оо. Тогда

справедливы такие утверждения,
А. При r0<r< 1 (г = |г|)

2

а(г)<яЛ (159)

где о (г) — площадь области в плоскости w, ограниченной кривой
Lr, которая является образом окружности \ г | = г.

Б. Если г0 = О, то lim/ (г) существует и равен нулю. Если

при этом положить f (0) = 0, то

\1Ы-№\<пУ\ У|1п|г^_г1|, . (159")

где гхи г2
— любые точки замкнутого круга \ z | <: 1, с — постоянная,

не зависящая от zx и г2.
В. Если г0

= 0, у = 1 + е (е > 0), / (1) = \ и якобиан J

функции f (z) в области 0 < | z | < 1 положителен, то | / (г) — г | •< ц (е),
где т| (е) — некоторая функция такая, что т| (г) ->- О яри е -*- 0.

Доказательство. А. В самом деле,

11
2Л ~| 2я

я — j J Alrdrdy >—^ 1 (гЛ)2 Лр,
г 0 J V Г

О

где Л = Л (г£/ф), Я = X (геСц)) — максимальное и минимальное

растяжения функции / (г) в точке z = геС(р. В силу неравенства Буня-
ковского — Шварца

d°('-)>WJrz'2(r)'
где L (г) —длина кривой Lr. Отсюда, если учесть изопериметриче-
ское свойство окружности (L2(r)>4rca (г)) и неравенство L (г)>
> 2т (г), где т (г) = max |/ (z) |,

\г\=г

Интегрируя от р
= г до р

=• 1 и учитывая, что т (р) > т (г),
получаем

Эти неравенства совпадают Ъ неравенствами (159), (159').
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Б. При г0 = 0 из (159') следует, что lim / (г) существует и равен

нулю. Для доказательства неравенства (159") рассмотрим в круге

| 21 < 2 функцию
Х[/(г)|, |г|<1,

1
w* = до* (z) = \ X

П±)
1 <|г|<2,

где X (до) — функция, осуществляющая конформное отображение
области в плоскости до, ограниченной кривой до = —

/

круг | до* | < 2, X (0) = 0. Положим

Z = Z{z) = 2-

ш
на

1*1=2

W о w* — w*(zl)
4 — w* (Zj) ш*4 — гхг

и будем считать, что W — функция от Z: W = W (Z). Очевидно,
что W (0) = 0 и коэффициент растяжений функции W (Z) в области
0 < \Z\ < 1 меньше или равен у. Далее, функция W (Z)
непрерывно дифференцируема по X и Y (X + iY = Z) в области \Z\ < 1,
за исключением, может быть, точки Z (0) и точек окружности,
являющейся образом окружности | г\ = 1. Но последнее

обстоятельство, как легко видеть, не является препятствием для применения
к функции W (Z) неравенств (159) и (159'). В силу (159') в начале

координат

|Д^|<яТ/"4-7=^=»1 ' * 2 V\ In | AZ 11
где AW и AZ — приращения соответственно W и Z. Но в силу
свойств конформных отображений при | до | <; 1

при | г21 < 1

AW
Aw

AZ

> — ,
С = COnst ф ОО,

Аг <тах
1*1*1

dZ

dz <-г<1-

Используя эти оценки и предыдущее неравенство, получаем
неравенство (159").

В. Пусть С — произвольный спрямляемый замкнутый контур
в круге \г\ < 1, D — ограниченная им область. По формуле (7)

^f(z)dz = \2i [^^Ш-dxdy <2 ^±=b-dxdy =

-№(г)-\_1/7
/АГ (г)

YJ dxdy •< е /-13' Jdxdy = ел.

D
r N ' r

D

В силу (159") семейство функций {/ (г)} равностепенно непрерывно
в замкнутом круге |г|<[1. При этом на основании полученного
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неравенства для всякой предельной при е -> О функции f0 (г)
справедливо равенство

J/e(z)& = 0,
с

т. е. по теореме Морера /0 (z) является аналитической функцией от

г. Так как J > О, то семейство обратных функций {/-1 (w)}
равностепенно непрерывно в замкнутом круге | w\ <. 1. Поэтому функция
/0 (г) осуществляет однолистное конформное отображение
единичного круга самого на себя, и так как /0 (0) = 0, /0 О) = 1» то /о (z) —
= г. Вспоминая о равностепенной непрерывности семейства

функций {/(z)}, приходим к выводу, что /(г) равномерно стремится к

z при е -► 0. Теорема доказана.

Замечание. Вместо неравенств (159') и (159"), из которых
следует равностепенная непрерывность семейства функций {/(г)},
можно было бы получить более строгие неравенства, но для этого

пришлось бы пользоваться менее очевидными свойствами конформных
отображений.

Для решения поставленного выше вопроса о сохранении
однолистной окрестности докажем [2, 51 следующую лемму.

Лемма (о растяжениях). Пусть функция со = со (г) = а + ф,
со (0) = 0 (г = х + iy)% осуществляет взаимно однозначное и

непрерывное отображение круга | г| < I на круг |со| < 1. Пусть в области
0 <; | z | < 1 а и Р имеют непрерывные производные по х и у и

якобиан ах$у — ау$х отличен от нуля. Тогда справедливы такие

утверждения.
А18. Если коэффициент растяжений К (г) (г Ф 0) функции

со (г) стремится к единице при г -^ 0, то К (0) = 1.
Б. Если К (г) (г Ф 0) удовлетворяет условию К (г) — 1 < М \ z |?,

где М и у
— положительные постоянные, то существуют

положительные постоянные А и В такие, что в области 0 < | г| < 1
выполняются неравенства

А<
(0(2) <5. (159")

Доказательство. А. Покажем, что из условия
lim К (г) = 1 следует К (0) = 1. Допустим, что существует по-

z-0

следовательность окружностей \z\ = rk, lim rk = 0, для которой
-ii > q = const > 1, ak = max | со (z) |, bk = min | со (z) |.

Рассмотрим функции

Щ W =
-г со (rknz), Ь\ = min | со (z) |,
bk \z\=rkn

где k — такие целые положительные числа, что rkn < 1, п — такое

положительное число, что для всякого однолистного конформного
13 Обратное неверно; для функции со (г) = zz2 К (0) = 1, lim К (г) = 2.

г-*0
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отображения fk (z), fk (0) = 0, fk (1) = <ол (1), круга | г| < 1 на

область Dk1 являющуюся подобным расширением образа круга | z \ = rkn

в плоскости со с коэффициентом подобия —, справедливо неравен-
bk

ство

max | fk (z) |< (q — е) min | fk (г) |,

где e — малое положительное число. При этом число п ни от rk ни

от /Л (г) не зависит, так как функции fk (г), в силу их

аналитичности, однолистности и нормировки (fk (0) = 0, fk (1) = (dk (1)),
образуют множество функций, равностепенно непрерывных в круге

|г| < 1. Положим £ft = £* (г) = /Г1 [<o* (г)]. Функция £fe (г)
осуществляет взаимно однозначное непрерывное отображение
замкнутого круга | г\ < 1 на замкнутый круг |£*| < 1, ЕЛ (0) = 0, £Л (1) =
= 1. Коэффициент растяжений Kk (г) этой функции в области

0 < | z\ <z 1 совпадает с К (rknz) и, следовательно, равномерно
стремится к единице при k -> со. Поэтому функции £Л(г) (А = 1, 2, ...),
в силу теоремы о непрерывно дифференцируемых отображениях,
равностепенно непрерывны в замкнутом круге | г| ■< 1, и из

последовательности этих функций можно выбрать подпоследовательность

(обозначим ее опять через £Л (г)), равномерно сходящуюся в

замкнутом круге | z | < 1 к функции £ (г) г г. Выбрав k так, чтобы

I /* (г) - /* (С* W) l2i=J_ = \h (*) - Щ (г)|^<-^р^
получаем

иНг М«:г

max ®ft(z) max |/fe(2)|+ п , .

max | © (z) | i
,

l *(l+<7)

6*
"

min | © (2) | min | щ (z) \
^

f
e

n
|2|=-

Так как область Dk содержит единичный круг, то, в силу

известного принципа Линделефа, min | fk (z) | >— и, следовательно, -^- «<

|г|-т

<. q. Но это противоречит строгому неравенству -j^- > q, и,

следовательно, /С (0) = 1.
Б. Пусть о (г) — площадь образа круга | z\ < г в плоскости о).

Так же как и ранее, находим

где Q (г) = max /С (г), L (г) — длина образа окружности | z\ = г

|2|=Г
в плоскости ю. Учитывая неравенства

L*(r)>4na(r), #С(г)-1<Л«|г|т,
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получаем

Отсюда, интегрируя от г до единицы, находим

lna(r)| >2J[t—TqSfк
ИЛИ

Так как /С (0) = 1, то

У о(г) >1/ятт|(о(2)| > С |/"я max | со (г) |, C = const>0.

Таким образом,

-tS?'"wi<t(t3£-)*<*
Чтобы получить неравенство -^-^- > Л, обозначим через а (р)

площадь образа круга | со | < р в плоскости г = -ф (со). Как и в

предыдущем случае,
2я 2я

da (р) = рф \ Л? (рЛ -j*- >^ j р2Л2 (рЛ «Ю,
о

1
о

где Aj (ре*6) — максимальное растяжение в точке со = ре*6,
К (гг) — наибольшее значение К (г) на окружности | со | = р.
Поскольку К (г) < 1 + М | г\У9

2я

(1 + Л* | гх |v) da (р) > -£- f р2Л? (pe'e) dd,

или

,1 + «Г4|*,Ш)Г)^>>^..
Отсюда, в силу того что К (0) = 1,

(l + M1min|tj)(u,r)^->^-, М1 = const.

или

(1 + Мг [a <р)]Т) %$- > *f-, М2 = const.

Интегрируя это неравенство от р до единицы и учитывая, что

К (0) = 1, получаем

цШТ>Же-ш>А>0> *<р>-тЧ"
da(p)

тах|ф(©)|
^

М9
^~^~, -vr/ 2 _v_

1©1=р р [a(p)J 2

Л, М8 = const,
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или, что то же самое (в силу взаимной однозначности отображения
г = ф (со)),

— min |о)(2)|>Л>0.

Лемма доказана 14.

Замечание. Для функции со (г) =
1 — In гг

lim /С (г) = Игл
2-vO Z-+0

1 ^

~ЗГ
-*-ч

dfo)

dz

+

^\
1

~5Г
У\ 1

do

"dT|

= 1

и все условия леммы о растяжениях выполнены, кроме
неравенства К (г) — 1 < М | г р\ следовательно, только этим можно объяс-

со(г)
= 0.нить тот факт, что для данной функции lim

Отметим, что система уравнений (р, ^-аналитических функций
/ (г) = и + iv (55) при помощи неособых аффинных
преобразований

Ъ = х — дг0, г\ = у — уф

4> = р0и, ^ = v — q0ut

где ро = P (2q), q0 = q (z0)» переходит в систему

го — ib —
Ро~~Р

а) 4-
д°~~д

Ф|
—

V?r\ -
—

Ф6 + -^~

Ч>1 + Фл =

Ро

Яо — Q

Фт1>

ф| + ^^ф|.
(160)

Ро '6
'

Ро

вырождающуюся в точке £ = g + nr] = 0, соответствующей точке

г0, в условия Коши — Римана. В этом нетрудно убедиться с

помощью непосредственной проверки.
Теорема 3 (о сохранении однолистной окрестности). Для того

чтобы (р, (^-аналитическая функция $ (z) = и + iv с

характеристиками р или <7> имеющими правильно непрерывные частные
производные по х и у, преобразовывала однолистную окрестность точки

Zq = xQ + iy0 в однолистную окрестность точки w0 = / (г0), необ-

dz
в точкеходимо и достаточно, чтобы ее (р, ц)-производная

Zq отличалась от нуля.
В самом деле, в силу того что нули (р, ?)-производной (Р» Я)'

аналитической функции f (z) = и + iv и нули ее якобиана J =

=

uxvy
—

vxuy
= р (ul + и2у) совпадают, достаточно показать,

что если однолистная окрестность точки г0 переходит в однолистную

окрестность точки w0 = / (г0), то частные производные их, uyt vxt
vy не могут одновременно обратиться в нуль в точке Zq. Перейдем

14 Лемма может быть обобщена и уточнена.
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от плоскостей z = х + iy и w = / (г) = и + iv соответственно к

плоскостям £ = £ + it) и со = Ф (г) = q> + ttjj. При этом условия
(р, ^-аналитичности (55) перейдут в систему уравнений (160),
которую можно записать в виде

^(1_Л) = Л^ (160')

где

А =
Ро — Р Яр —Я

2р0 2/»0

В силу формул (11) и (16) коэффициент растяжений

*<0 =

Отсюда на основании (160')

ж»-

2ф

"2ф
1 <£

+ 4ф|
4 1
Йф|
« 1

1 +

1 —

\—А

1—Л

0. Существен-и, следовательно, К (0 стремится к единице при £
но, что

/С(0 —1<М|£|, M=const

Поэтому на основании леммы о растяжениях, частные

производные ф|, ф^, г|)|, фл не могут одновременно обратиться в нуль в точке

£ = 0. Следовательно, иХУ иуу vx, vu не обращаются в нуль одновре-

<WWЧМ'

dz Z=2o
^=0.менно в точке z0. А это означает, что J (z0) =И= 0,

Теорема доказана.

Теорема 4 (о соответствии границ). Пусть w = / (г) = и + iv—

функция, (р, д)-аналитическая в области D в плоскости г = х +
+ iy с характеристиками р (г) и q (г), удовлетворяющими в

области D условиям

0<m<p(z)<M, |<7(z)|<M, (161)
где М и т — постоянные. Пусть D* — область в плоскости w =

= и + ivye которую преобразуется область D при помощи функции
f (г) = и + iv. Тогда, если все граничные точки С и С* областей
соответственно D и D* достижимы, то функция w = / (z) и ей

обратная функция z = f~l (w) равномерно непрерывны в замкнутых
областях соответственно D + С и D* + С* и описывают взаимно

однозначное и непрерывное соответствие между точками этих

замкнутых областей.
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В самом деле, коэффициент растяжений К (г) = -тт>
имеет ВИД

AW"-
|l+p_fc|_|l_p + i<r|

'

и, следовательно, в силу (161), коэффициент К (г) ограничен в

области D:
1 <К(г)<N = const <ОО.

Пусть все точки С и С* достижимы. Предположим, что

утверждения теоремы неверны, т. е. функция w = / (2) не будет равномерно
непрерывной в области D. Это значит, что в области D найдется два

жордановых полуинтервала 1\ и Г2, определяющих одну и ту же

граничную точку Р (рис. 5), таких, что

расстояние между их образами в

области D* будет превышать фиксированное
положительное число. Расстояние

измеряется вдоль кратчайших кривых,
составленных из точек области D*.

Поэтому можем положить

df(z)
0<Р< j ds rdQ,

где 8ir и 02г — аргументы точек пересечения 1\ и Г2 с окружностью

радиуса г с центром в точке Р, ^
—

производная функции / (г)
в направлении указанной дуги окружности (см. рис. 5). Из
последнего неравенства находим

Jr/"v

'd9.

Интегрируя обе части этого неравенства в пределах от е до

некоторого /?, получаем
e2r R

Чг)еч„4<2*М|^ rdr.

Отсюда
е2г

Р21п-^<2л \ dQ {Л2(г)rdr,
0ir

или
е2г

р2 In -£- < 2я# j d0 J Л (2) X (2) rdr = 2яЛЮ,
e„ 6

где S — верхняя грань площади областей, содержащихся в D.

При е ->• 0 приходим к противоречию. Это значит, что функция
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w = f (г) равномерно непрерывна в D и каждую достижимую
точку, принадлежащую С, переводит в соответствующую
единственную достижимую точку, принадлежащую С*. Точно такой же

результат получается для функции z = f~l (w), только области D и

D* меняются ролями. Теорема доказана.

Следствие. Если область D представляет собой круг \z\ <с 1,
то, для того чтобы функция w = / (г) устанавливала взаимно

однозначное и непрерывное
соответствие между точками замкнутых
областей | г| < 1 и D* + С*,
необходимо и достаточно, чтобы граница
С* области D* была жордановой
кривой.

В математической физике, и в

частности в механике сплошных

сред, часто встречаются краевые
задачи для (р, ^-аналитических

функций для областей,
ограниченных двумя линиями тока, т. е.

линиями, на которых v = const, и рис# g#

двумя потенциальными линиями,
на которых и = const. Схема такой области G указана на рис. 6,
где краевые условия имеют вид: на потенциальных линиях

и \ав = 0> и \Dc = Н = const > О,

на линиях тока

v
\ad

= с = const, v \вс = с + Q = const > с.

Основной интерес при решении такого рода задач часто

представляют вопросы о поведении \7и = их + iuy на границе области, о

взаимосвязи постоянных Н и Q и о поведении потенциальных

линий и = const и линий тока v = const внутри области G.
Установленные нами топологические свойства (р, ^-аналитических функций,
теорема о сохранении области и теорема о соответствии границ
позволяют сразу же получить некоторые качественные

результаты, относящиеся к этим вопросам. Ограничимся здесь только

формулировкой основных результатов в виде так называемых

вариационно-топологических теорем сравнения. Более подробно эти

результаты рассмотрены при решении задач прикладного
характера из механики сплошных сред с помощью так называемого метода

мажорантных областей.

Пусть w = f (г) = и + iv — комплексный потенциал,

соответствующий области G, т. е. (р, ^-аналитическая в G функция от

г = х + iyy удовлетворяющая указанным выше краевым
условиям, L = АВ + DC + AD + ВС, V = АВ + DC (см. рис. 6).
Пусть, далее, Gx cz G — область, получающаяся из G при вариации
ее граничных потенциальных линий и линий тока; щ = /х (г) =
= иг + iv±

— комплексный потенциал, соответствующий области
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Glt и вообще все величины, взятые с единицей в индексе снизу,
относятся к области Gx. При замене области G областью Gx значение

потенциальной функции и на линии наименьшего потенциала АВ и

ей соответствующей потенциальной линии условимся все время
считать равным нулю, а под соответствующими линиями тока

будем понимать линии v (х, у) = vx (дг, у) = const. При замене

области G областью Gx за счет изменения краевых условий смещением

одной из точек Л, В, С, D вдоль границы G или за счет

вдавливания одной из граничных потенциальных линий и линий тока, но при
неизменных точках их раздела и при неизменном значении Н

справедливы следующие теоремы.
Теорема 5. При уменьшении потенциальной линии a) Qx <С Q;

б) | \/их | > | V^ | на неизменной части уменьшаемой потенциальной
линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока, | \?их I < I V^ I на
неизменной части увеличиваемой линии тока, на неизменной

потенциальной линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока; в) в

Gx + Lx — L'\L' ux > и, если уменьшается потенциальная линия

наименьшего потенциала, и их < и, если уменьшается
потенциальная линия наибольшего потенциала; г) линии тока в Gx + Lx
отодвигаются от увеличенной линии тока, если последнюю считать

соответствующей самой себе.

Теорема 6. При вдавливании потенциальной линии a) Qx > Q;
б) | V^i| > | V^l на неизменной потенциальной линии и вблизи

ее концов на линиях тока, \ \/щ | < | \/и \ на неизменной части

вдавливаемой потенциальной линии и вблизи ее концов на линиях тока;

в) в Gx + Lx — L\L' ux > и, если вдавливается потенциальная линия

наибольшего потенциала, и щ < и, если вдавливается

потенциальная линия наименьшего потенциала.

Теорема 7. При вдавливании линии тока a) Qx < Q; б) | v^i | <
< | \/и\на неизменной части вдавливаемой линии тока и на одной
из потенциальных линий, кроме того, на другой потенциальной
линии или | v^i | <Z | Vй I» или I V Щ | < | V" | вблизи ее конца,

примыкающего к вдавливаемой линии тока, и \ \/щ | > | \/и {вблизи другого
ее конца, причем на неизменной линии тока в первом случае | VMi | <
< | \/и | вблизи концов и | v^i | > | \/и \ вне концов, а во втором

—

I V^il < I Vh| вблизи конца ее, примыкающего к потенциальной
линии, на которой | v^i I < | V" | w |V^i| >|v^| вблизи другого
ее конца; в) на неизменной части вдавливаемой линии тока их> и

со стороны линии наибольшего потенциала и их < и со стороны

линии наименьшего потенциала; г) линии тока в Gx + Lx
отодвигаются от вдавленной линии тока, если последнюю считать

соответствующей самой себе.

При этих же условиях, но при неизменном значении Q
справедливы, соответственно, следующие теоремы.

Теорема 5а. При уменьшении потенциальной линии а) Нх >
> Н; б) | V"i I > | V" | на неизменной части уменьшаемой
потенциальной линии, на неизменной линии тока и вблизи ее конца на
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неизменной потенциальной линии, | v^i | < | V" | на неизменной
части увеличиваемой линии тока и вблизи ее конца на неизменной

потенциальной линии; в) их > и в Gx + Lx вне неизменной части

уменьшаемой потенциальной линии, если уменьшается
потенциальная линия наименьшего потенциала, если же уменьшается

потенциальная линия наибольшего потенциала, то их> и на неизменной ее

части и на неизменной линии тока и ut<z и на неизменной части

увеличиваемой линии тока; г) линии тока в Gx + L' отодвигаются
от увеличенной линии тока, если последнюю считать

соответствующей самой себе.
Теорема 6а. При вдавливании потенциальной линии а) Нг < Н;

б) | V^i I < I Vй I на неизменной части вдавливаемой потенциальной
линии и на одной из линий тока, кроме того, на другой линии тока

или | v^i |< I Vй |> или I V^i I < | Vй \ вблизи ее конца,

примыкающего к вдавливаемой потенциальной линии, м | v^i | > | V*/1 вблизи

другого ее конца, причем на неизменной потенциальной линии в

первом случае | V^i | < | Vй \ вблизи концов и | \?иг | > | V^ | вне ее

концов, а во втором
— I VMi I < I Vм I вблизи конца ее, примыкающего

к линии тока, на которой | v^i I < | Чи \ и I V^i I > I Vu I вблизи

другого ее конца; в) иг < и в Gx + ^1 вне неизменной части

вдавливаемой потенциальной линии, если вдавливается линия

наименьшего потенциала, если же вдавливается линия наибольшего потенциала,
то их < и на неизменной ее части, на одной из линий тока и на

другой линии тока вблизи ее конца, примыкающего к вдавливаемой

потенциальной линии.

Теорема 7а. При вдавливании линии тока а) Нг > Н; б) | v^i | >
> | ун| на неизменной линии тока и вблизи ее концов на

потенциальных линиях, | V^il<| Vu\ на неизменной части вдавливаемой
линии тока и вблизи ее концов на потенциальных линиях; в) щ >

> и на неизменной линии тока, а на неизменной части

вдавливаемой линии тока щ> и со стороны потенциальной линии

наибольшего потенциала и иг< и со стороны линии наименьшего

потенциала; г) линии тока в Gx + L' отодвигаются от вдавленной линии

тока, если последнюю считать соответствующей самой себе.

§ 8. ОБЩИЕ СВОЙСТВА РЯДОВ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Теорема 1 (аналог теоремы Вейерштрасса о равномерно
сходящихся рядах аналитических функций). Пусть р (г) и q (г) —

регулярные характеристики в некоторой области G в плоскости
15

z =

= х + iy, имеющие непрерывные частные производные по х и у

до п-го порядка, причем последние производные п-го порядка
правильно непрерывны в G, D — односвязная область, содержащаяся внутри
G и ограниченная спрямляемым кусочно-монотонным контуром С.

16 Это означает, что для данных характеристик р (г) и q (г) в области G

существуют правильные сопряженные ядра Q (£, г) и Q (£, г).
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Пусть дан ряд

/i <*) + /.(*) + ••• +/*(*)+ ••-. fk(z) = uk + ivk9 (162)

составленный из функций, (р, ц)~аналитических в D и непрерывных
в замкнутой области D + С. Если этот ряд равномерно сходится

на С, то

а) он равномерно сходится в замкнутой области D + С;

б) сумма этого ряда f (z) есть функция, (р, (^-аналитическая в

D и непрерывная в D + С;

в) данный ряд в области D можно почленно дифференцировать
по х и у п + 1 раз, при этом ряды, составленные из производных
членов данного ряда, равномерно сходятся внутри области D (т. е.

во всякой замкнутой области, содержащейся в D) и суммы их равны

соответствующим производным функции f (z).
Прежде всего на основании принципа максимума модуля (р, q)-

аналитических функций заключаем, что из равномерной сходимости

на С следует равномерная сходимость и непрерывность суммы

ряда / (z) в D + С. Пусть теперь Q (£, z) и Q (£, z) — правильные

сопряженные ядра, соответствующие данным характеристикам р (z)
и q (z) в области G. Подставляем в (162) вместо переменной z

переменную £ и каждый член ряда (162) представляем в виде суммы

вещественной и мнимой частей, uk (£) умножаем на -^--r-dil (£, z),

ivk (£) — на -z-r dQ (£, z). Равномерная сходимость ряда при £ с:

с: С не нарушается. Интегрируя по С, получаем

с л—1 с

Но в силу обобщенной формулы Коши для (р, 9)_аналитических
функций

^ J МО 4мЙ (С, *)=/*(*), А=1. 2, ...,

с

и, следовательно, сумма ряда (162) в области D представима в виде

обобщенного интеграла типа Коши

с

Отсюда следует, что / (z) есть функция, (р, ^-аналитическая в d

и имеющая в этой области непрерывные производные по х и у до

(л + 1)-го порядка, причем последние производные (п + 1)-го
порядка внутри D правильно непрерывны (§ 6). Члены ряда (162)
также обладают последним свойством, т. е. имеют в области D

непрерывные производные по х и у до (п + 1)-го порядка, причем
производные (п + 1)-го порядка правильно непрерывны внутри D.
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Заменяя теперь d Q (£, z) и d£i (g, z) на

приходим к равенству

Ряд в правой части этого равенства равномерно сходится во всякой
оо оо

замкнутой области, лежащей в D, так как ряды 2 uk (О и 2 ^ (£)

равномерно сходятся на С, а

непрерывны по £ на С равномерно относительно точки z,

принадлежащей той или иной замкнутой области, содержащейся в D.
С другой стороны, последнее равенство, в силу правила

дифференцирования интеграла типа Коши (р, ^-аналитических функций
(§ 6), можно записать в виде

dmf(z)
_ yi dmfk{z)

dxidyi 2d dxidyi
*

k=\

Теорема доказана.

Как известно, множество функций той или иной природы,
определенных в какой-либо области 7\ называется компактным в этой

области, если из всякой его бесконечной последовательности
можно выбрать подпоследовательность, равномерно сходящуюся к

предельной функции во всякой наперед заданной замкнутой области,
содержащейся в области Т. Говорят, что данное множество функций
той или иной природы, определенных в области Г, образует
равномерно ограниченное в Т множество функций, если существует
положительная постоянная М такая, что каждая из функций данного

множества по абсолютной величине не превышает М.

Теорема 2 (о компактности равномерно ограниченного
множества (р, ^-аналитических функций). Пусть характеристики р (z)
и q (z) регулярны в односвязной области D и дано множество Е

функций, (р, дУаналитических в области D. Если это множество

функций равномерно ограничено в области D, то оно компактно

в этой области.
В самом деле, пусть D' — область, лежащая вместе со своей

границей С в области £>, С" — спрямляемый контур, лежащий

внутри D и содержащий внутри D' + С, zx и z2
— любые точки,
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принадлежащие D' + С, Q (£ , z) и Й (£, z) — правильные
сопряженные ядра, соответствующие данным характеристикам р (г) и

q (z) в области D. Для всякой функции f (z) а Е

f (*i) - / (zj = ^ j / © [<*,. «Q (£, zx) - rfp,,Q(С, z2)] «

Правую часть этого неравенства можно сделать меньшей наперед
заданного числа е, как только | гх

— z21 <; б, где б — число, не

зависящее от функции / (z), важно только, что / (z) cz Е. Это

означает, что данное множество функций Е равностепенно непрерывно в

D' + С. Отсюда, в силу теоремы Арцела, заключаем, что из

всякого бесконечного множества функций, принадлежащих £, можно

выбрать подпоследовательность, равномерно сходящуюся в D' +

+ С'. Теорема доказана.

§ 9. КЛАССИФИКАЦИЯ И ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ОСОБЫХ ТОЧЕК

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Под окрестностью точки г0 нерасширенной комплексной

плоскости z = х + iy условимся понимать множество точек 0 < | z —

—z01 < е, где е — сколь угодно малое число, под окрестностью точки

z0 = оо
— множество точек R <; | z\ <; <х>, где R — сколь угодно

большое число. Пусть о> (z) = а + Ф — функция комплексного

переменного г = х + iy общего вида в соответствии с

определением, данным в § 1.
Следуя работе [3], точку z0 расширенной плоскости z = х +

+ iy, в окрестности которой однозначная функция со (z) = а + /р
комплексного переменного z = х + iy определена и непрерывна,
будем называть устранимой особой точкой, если lim со (z) сущест-

г-+г0

вует и конечен; полюсом, если lim со (z) существует и равен беско-
Z-+Z0

нечности; существенно особой точкой, если lim со (z) несуществу-

ет, или, что то же самое, зависит от способа стремления точки z

к точке z0. Например, точка z0 = 0 будет устранимой особой точкой

для функции со (z) = 2х + iy при z Ф 0 и со (z) = 1 при z = 0;
i_

полюсом для функций (О (z) = (х2 + у2)
4

, 0) (z) = —,0) (z) =

= ln|z|; существенно особой точкой для функции со (z) =

~~

х2 + у2
"*"

В работе [3] впервые был поставлен и решен вопрос о

классификации особых точек функций, определенных системой
уравнений (51). Установлена следующая лемма.
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Лемма 1 (об особых точках). Пусть функция Ф (г) = <р + пр
комплексного переменного z = х + iy, в окрестности точки z0 Ф

Ф оо однозначная и непрерывная вместе со своими частными

производными по х и у первого порядка, удовлетворяет системе

уравнений (51), где А и В — однозначные функции от г, непрерывные и

ограниченные в окрестности точки 2q.

А. Если для некоторого целого числа п (п > 0 или п <; 0) в

окрестности точки z0 справедливо неравенство

|Ф(г)(г-г0)»|.-
м

где М и б — положительные постоянные, то точка г0 является

устранимой особой точкой функции X (z) = Ф (г) (г — г0)п и

| X (г) — X (г0) | < М' | г — г011-*', М* = const, (162')

где 8' — с/соль угодно малое положительное число,

Б. Если точка Zq
— существенно особая точка функции Ф (г),

то в окрестности этой точки функция Ф (г) принимает значения,
сколь угодно близкие к любому конечному или равному бесконечности

комплексному числу С.
В. Если 20 — точка накопления нулей функции Ф (г), не равной

тождественно нулю, то точка ^ является существенно особой
точкой функции Ф (г) и при всяком целом положительном числе п

lim max | Ф(г) (г — z0)n | = оо.

г-*0 \г-гс\=г

Содержание этой леммы, как видим, сводится к тому, что

классификация и общие свойства особых точек функций, определенных
системой уравнений (51), по существу остаются такими же, как и для

аналитических функций одного комплексного переменного.

Например, нули и полюсы функций, определенных системой уравнений
(51), могут быть только целочисленного порядка, при этом

справедлива теорема Сохоцкого — Вейерштрасса о поведении функции
в окрестности существенно особой точки. К такому же выводу, но

при несколько более общих предположениях о коэффициентах А
и В системы уравнений (51) пришли, как отмечалось во введении,

Л. Берс [37, 36, 44J1в и И. Н. Векуа [40, 41 ].

Приведем доказательство сформулированной леммы об

особых точках.

А. Функция X (z) = Ф (z) (z — z0)n в силу (53) удовлетворяет
уравнению

^ = АХ + в^^£-х
dz (z-*o)"

16 Формулируя результаты по классификации особых точек функций,
определенных системой уравнений (51) в виде теорем, Л. Берс [37, стр. 22—23, 1731
указывает, что эти теоремы впервые были установлены Г. Н. Положим [2, 3].
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и в соответствии с формулой (9) в окрестности е точки Zq, \ z — Zq | <
< р, при z Ф Zq представима в виде

*«-н$-т*?—HJ c-v-^ «»
V • (162")

где у
— граница е. Последний интеграл правой части равенства

(162") в силу ограниченности А и В мажорируется величиной

N [[ ! —- dtdr\, N = const, а = 1 — б,

ограниченной в окрестности точки z0. Поэтому указанный интеграл,
в силу леммы о двойном интеграле (§ 1), является функцией от г,

правильно непрерывной в круге \z — г0| < р с показателем, сколь

угодно близким к единице. Отсюда, в частности, следует, что

функция X (г), определенная равенством (162"), удовлетворяет
неравенству (162').

Б. Ясно, что если г0
—

существенно особая точка для Ф (г),
то Ф (г) принимает при подходе к точке г0 значения, сколь угодно
близкие к бесконечности, так как в противном случае точка z0

была бы устранимой особой точкой для Ф (г). Пусть теперь С Ф оо

и Ф (г) в окрестности точки г0 не принимает значение С. Введем

новую функцию со (г), полагая со = -т=г—-^ или Ф = \- С. Функ-*ls -— С# СО

ция со (г) не обращается в бесконечность в окрестности точки z0
и удовлетворяет уравнению

J». = _ А(1 + Ссо)со — В (-£- + Ссо)со.
dz \ со /

Предположив, что функция со (г) ограничена при подходе к точке

2q, по формуле (9) в окрестности е точки z0 при z Ф z0 получаем

/ ч 1 С со © d£

V

-л©(1 + с©©)©ю-я©(^ + с©©)©©
-4-И е=г^ l—d^

Если предположить, что | со (г) | < УИ = const, т. е. Ф (г) не прима-
ет значений, сколь угодно близких к С, то в силу леммы о двойном

интеграле (§ 1) предел при z -> z^ функции оо (г), определенной
равенством (162"'), существует и отличен от бесконечности. Но если

lim со (г) Ф О, то г 0
—

устранимая особая точка функции Ф (г),

если lim со (г) = 0, то г0
— полюс функции Ф (г). Это проТИВО-
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речит условиям леммы, и, значит, найдется последовательность
точек zly г2, ..., zk> ..., сходящаяся в точке z0, такая, что

lim Ф (zk) = С.

В. Если бы функция Ф (г) была ограниченной в окрестности
точки 20, то по теореме 2 § 5 она тождественно равнялась бы нулю.
Поэтому функция Ф (г) при подходе к точке г0 кроме предельного
значения нуль имеет другое предельное значение, отличное от

нуля. А это, в соответствии с определением, означает, что z0
—

существенно особая точка для Ф (г). Далее, если бы при каком-нибудь
значении п выражение Ф (г) (г — г0)п оставалось ограниченным

при подходе к точке г0, то точка г0 была бы полюсом или

устранимой особой точкой для X (г) = Ф (г) (г — z0)n. Поскольку г0
—предельная точка нулей функции Ф (г), это означало бы, что х (z) =
= 0и, следовательно, Ф (г) == 0. Поэтому

lim max | Ф (г) (г — z0)n \ = оо.

Г-+0 \2—20\=Г

Лемма об особых точках доказана.

Если на комплексные параметры А и В наложить несколько

большие ограничения по сравнению с леммой об особых точках,
то можно довольно просто получить сравнительно простое
соотношение, связывающее обобщенные аналитические функции
четвертого класса с аналитическими функциями. Справедлива следующая
теорема.

Теорема 1. Пусть Ф (г) = <р + гф
— обобщенная

аналитическая функция от z четвертого класса, однозначная в односвязной
области D с выброшенными точками ги z2, ..., zn, комплексные

параметры А и В правильно непрерывны в D. Тогда в области D
выполняется равенство

Ф(г) = Л(г), (163)
где со (z) — функция, аналитическая в области D с выброшенными
точками zl9 z2, ..., z„,

S(z) = --L J \ -—^ttLdfc*,, С = 6 + *л. (163')
D

В самом деле, уравнение (53) можно записать в виде

или

Равенство (163 й) означает, что In Ф представляет собой одну из

о-первообразных функции А (£) + В —. Пусть D' — область,
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полученная из D путем отбрасывания достаточно малых кружочков

радиуса р с центрами в точках гъ г^у ..., 2„, гп+\, ..., zko, в которых
Ф (г) имеет изолированные особые точки или нули. На основании

теоремы об о-первообразной правильно непрерывной функции

(§ 1) можем сказать, что о-первообразная функции А + В —в

области D' существует и может быть записана в виде

ф

D'

Поэтому в области U
-^ \ In Ф— Sp (г) | = 0, или

1П Ф (2) — Sp (2) = In (Op (г), (163")

где Юр (2) — функция от 2, аналитическая в D\ причем вполне

определенная, так как в левой части равенства (163"') все величины

заданы. Пусть рь р2, ..., рЛ, ...— последовательность

положительных чисел, сходящаяся к нулю. Из равенства

In (оРл (2) — In
(oPm (2) = 5Pm (2) — SQk (2)

следует равномерная сходимость последовательности In <ор (г)
внутри области D*, полученной из D отбрасыванием точек

zlf 22, ..., 2*0. Предельная функция In <о (г) является аналитической
в области D*, и равенство (163'") в пределе принимает вид

\r\F{z) — 5(2) = In о) (2),

где S (г) определяется равенством (163'). Теорема доказана.

Замечание. Из леммы о двойном интеграле (§1) следует, что при
высказанных в условиях теоремы предположениях о параметрах
А и В функция Ф (г) правильно непрерывна в D + С (С — граница
D) с показателем, сколь угодно близким к единице.

Отметим, что формулу (163) можно было бы получить как

следствие общего решения уравнения

Ь = А(г)ш,
йг

имеющего вид

D
w (г) = (о (2) е

где о> (2) — любая аналитическая функция. Эта формула была
получена Н. Теодореску [82, 83] для случая ограниченной
измеримой функции А (г).
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Равенство (163) будем называть в дальнейшем формулой
преобразования подобия 17. В силу высказанного выше замечания в

равенстве (163) «коэффициент подобия» е?& представляет собой
функцию, правильно непрерывную в D + С, с показателем, сколь
угодно близким к единице, и нигде вО -f- С не обращается в нуль. Вне
D + С коэффициент подобия является аналитической функцией отч

г, стремящейся к единице при z -► оо.

Из формулы преобразования подобия (163) видно, что особые

точки функций четвертого класса Ф (z) могут быть только такими

же, как и особые точки соответствующих им аналитических

функций о (z). Главные части функций Ф (z) в особых точках будут
отличаться от главных частей аналитических функций ю (г) только

вполне определенными множителями, равными соответствующим
коэффициентам подобия. Из формулы (163) непосредственно и очень

просто получаются все утверждения леммы 1 об особых точках при
дополнительном предположении, что комплексные параметры А и В

правильно непрерывны в области, содержащей данную точку г0.
Заметим, что все полученные здесь результаты по особым точкам

функций четвертого класса автоматически переносятся на (р, q)-
производные (р, ^-аналитических функций, так как эти (р, q)-
производные (см. § 3) являются функциями третьего класса с

комплексными" параметрами

д 1 do ту 1 da
Я ~~

~2р~ ~ИГ ' D~
~2р~ dz

'

Перейдем теперь к вопросу о классификации и к изучению
общих свойств особых точек однозначных р-аналитических и (р, q)-
аналитических функций.

Пусть D, как и ранее,— односвязная область в плоскости

z = х + iy, D* — область, получающаяся из D выбрасыванием
конечного числа отдельных точек zlt z2, ..., zn. Пусть / (z) = и -f-
+ iv— функция, р-аналитическая и однозначная в областиD*,
zlt 22, ..., zn

— ее особые точки однозначного характера;

характеристика р = р (z) правильно непрерывно дифференцируема в

области D (это означает, что частные производные рх (г) и ру (z)
правильно непрерывны в D). На основании (57) данной функции f (z) =
— \i-\-iv можно поставить в соответствие однозначно

определенную в области D* функцию F (г) = U + W третьего класса

F(z) = U+ IV = VpJz)u + i-T7= (164)

17 Равенство (163) Л. Берс [37] называет принципом подобия, И. Н. Векуа
[41] — представлением первого рода, или формулой взаимности для обобщенных
аналитических функций. При вполне определенных предположениях о

параметрах А и В ими было установлено, что для всякой функции со (z), аналитической и

однозначной в области D с выброшенными точками Zi, z2, ..., zn, существует
функция, определенная системой уравнений (51), представимая в виде (163), где5 (z)
находится по формуле (163') и обладает теми же свойствами, что и в условиях

теоремы 1.
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с комплексным параметром

^r+fc—j-£»2.. (164')

В силу формулы преобразования подобия (163) можно написать

Vpu + i -±=r = ^2>со (z) . (164")
У р

или

/ (Z) = и + iv = -jL= Re [es^(o (z)] + iVpJz) Im [es^(o (г)], (165)
V Р(г)

где

с/-ч_
l (Т 1 ^inpg) ;> (pug)-ИР asdn n„,.

Пусть теперь f (z) = и + iv — функция, (p, ^-аналитическая
и однозначная в области D*, zlt z2t ..., zn

— ее особые точки

однозначного характера в области D, р (г) и q (z) — характеристики,,
правильно непрерывно дифференцируемые в области D. На

основании (59') данной функции / (г) = и + iv можно поставить в

соответствие однозначно определенную в области D* функцию Ф (z) =
= Ф + /ф четвертого класса

ф(г) = ф + й|> = pu + i(v + qu) (166)
с комплексными параметрами

А = В = -^-^-, o = p + iq. (166')

В силу формулы преобразования подобия (163) можем написать

ри + i(v + qu) = es&<i> (г) (166")
или

/ (z) = ы + ш = _L_ Re (^(йш (г)] +

где

+ i llm [<?s<*>co (2)1 + -|Ц- Re fes<*><o (z)]), (167)

Sfl—Lff *ffl •;?'., JfeU-. (167')w
я JJ # а©м(0 + «(0 C~2

v '

Равенство (167) условимся называть формулой преобразования
подобия для (р, ^-аналитических функций, a eS(z), как и ранее, —

'коэффициентом подобия. Коэффициент подобия eS(z) (р,
^-аналитических функций обладает такими же свойствами, как и

коэффициент подобия функций четвертого класса.

Будем говорить, что характеристики р (z) и q (z) удовлетворяют
условию «а» в окрестности точки z0 Ф <х>, если их частные

производные по х и у в этой окрестности непрерывны и ограничены по абсо-
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лютной величине и пределы lim р (z), lim q (z) существуют,

причем lim р (z) > 0; условию «р» в некоторой области, содер-

жащей точку z0=^co, если их частные производные по х и у

правильно непрерывны в этой области. В окрестности точки го
= со

условие «а» будем считать удовлетворяющимся, «ели р (г) и q (z)
удовлетворяют ему в окрестности точки £ = £ + щ — 0, как

функции от £ и—. Аналогично, условие <ф» при z = со будем
считать удовлетворяющимся, если р (г) и q (г) удовлетворяют ему
в какой-либо области, содержащей точку fc = 0, как функции от

Теорема 2 (аналог теоремы Сохоцкого— Вейерштрасса о

существенно особой точке). Однозначная (р, q)-aнaлumuчecкaя функция
в окрестности изолированной существенно особой точки, в которой
ее характеристики удовлетворяют условию «а», принимает
значения, сколь угодно близкие ко всякому наперед заданному конечному
или бесконечному числу С.

Справедливость утверждений этой теоремы непосредственно
вытекает из леммы 1 об особых точках и из равенства (166).

Теорема 3 (об устранимой особой точке). Пусть однозначная
(р, qУaнaлumuчecкaя функция f (z) — и + iv в окрестности
изолированной особой точки г0 Ф со ограничена по модулю или растет,
но так, что |/ (z) (г — г0)а| < М = const Ф со (а = const < 1).
Тогда а) точка г0 будет устранимой особой точкой функции f (z),
если р (г) и q (z) в окрестности точки z0 удовлетворяют условию «а»;

б) точка г0 будет точкой (р, q)^^aнaлumuчнocmu функции f (г), если

р (z) и q (г) в некоторой области, содержащей точку г^

удовлетворяют условию «Р» и если положено lim / (z) = / (г0).
Z-*Z0

В самом деле, утверждение «а» вытекает из леммы 1 и из равенств
(164) и (166). Чтобы убедиться в справедливости утверждения «б»,
достаточно показать, что если положить f (z0) = lim f (z), то опре-

г-^Zo

деленная таким образом функция в области е, содержащей точку
г0, будет непрерывно дифференцируемой и, следовательно, (р, q)-
аналитической. В §2 было показано, что всякой (р,
^-аналитической функции/(z) = и +i v соответствует функция четвертого
класса Ф (z) = ф + п|> = ри + i (v + qu) с комплексными параметра-

"^

ми А = В = -= =-. Это значит, что
*Р аг

^=^1-(Ф(г)+Ф(г,).
С помощью формулы (9) в точках области е находим
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На основании того что —^ функция, правильно непрерывная

в е по теореме об о-первообразной, заключаем, что Ф (z) имеет

непрерывные частные производные по х и у в области е (включая и

точку г0). Из равенства Ф (z) = ри + i (v + qu) следует, что таким

же свойством обладает функция / (г) = и + iv. Теорема доказана.

Теорема 4 (аналог теоремы Лиувилля). Пусть характеристики
р (z) и q (z) правильно непрерывно дифференцируемы во всякой

конечной части плоскости z = х -\- iyy а в точке z0
= со

удовлетворяют условию «а». Тогда, если функция f (z) = и -f- iv (р, q)-aHaAu-
тическая во всякой конечной части плоскости z = х + iy, при
подходе к бесконечности ограничена по абсолютной величине, она

тождественно равна постоянной.
В самом деле, учитывая, что в окрестности точки z0

= со р (z)
и q (z) удовлетворяют условию «а», в силу теоремы 3, приходим
к выводу, что предел lim f(z) существует и равен конечному

числу. Это, в частности, означает, что пределы lim и (z) и

Z-юо

lim v (z) существуют и равны некоторым конечным числам аир.
Z-* со

Но при условиях сформулированной теоремы (р (z) и q (z)
правильно непрерывно дифференцируемы) справедлива теорема о

сохранении области, и, следовательно, и (z) и v (z) не принимают своих

наибольших и наименьших значений в области (р,
^-аналитичности функции / (z). Другими словами, в данном случае для
модуля (р, <7)_аналитической функции и для ее вещественной и мнимой
частей справедлив принцип максимума. Из принципа максимума
для и (z) следует, что в конечной части плоскости и (z) не может

быть меньше а и не может быть больше а, следовательно, и (z) а
== а. Убеждаемся также, что v (z) е= р и, следовательно, / (г)=з
= const. Теорема доказана.

Замечание. Из доказательства видно, что существенным в

условиях теоремы является выполнение условия «а» в окрестности
точки zQ = со. В остальном утверждения теоремы остаются

справедливыми во всех случаях, когда выполняется принцип максимума
модуля (р, ^-аналитической функции или принцип максимума для ее

вещественной и мнимой частей.

Теорема 5 (о полюсах). Если точка z0 Ф со является полюсом

(р, q)-aHaAumu4ecKou функции f (z) = и -\- iv с характеристиками

р (z) и q (z), удовлетворяющими условию «а» в окрестности точки

z0, то существуют целое положительное число п, называемое

порядком этого полюса, и положительные постоянные Сг и С2 такие,
что в окрестности точки z0 выполняются неравенства

C1<\f(z)(z-z0r\<:C2t (168)
причем предел lim [ри + i (v + qu)] (z — z0)n существует и

z-+z0

отличен от нуля и от бесконечности.
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В самом деле, пусть D — область, содержащая точку г0. При
высказанных предположениях о характеристиках р (z) и q (г)
коэффициент подобия в силу (166) является функцией, правильно
непрерывной в D -f С (С — граница D), и, следовательно,
функция о (г) должна иметь полюс в точке г0 вполне определенного

порядка п (как функция, аналитическая и однозначная в окрестности
точки z0). Поэтому утверждения теоремы справедливы.

Теорема 6 (обобщение леммы Шварца). Пусть f (г) = и + iv —

функция, р-аналитическая в круге | г) < 1, имеющая в точке г0 = О

нуль п-го порядка и удовлетворяющая в этом круге неравенству

|/(z)|<Ai = const. (169)
Тогда в этом же круге будет справедливо неравенство

\f(z)\<:K0M\z\n, (169')
где /С0 — постоянная, зависящая только от характеристики р
и не зависящая от функций f (z),

1 Г (* I Tin р I dldr\
max — \ \ —-=г- -г=—т

/С0 = тах(р, —)е КК*
.

<169 >
w<i \ р I

В самом деле, из формулы преобразования подобия для р-анали-
тических функций (165) получаем

I / (*) Г < рх I e2S'(z) 11 со (z) |2 < Pl | e2S*<2> 112 |2" m2,
где

px = max (p, —), m = max I со (z) I.
|2|<1 \ P J \Z\<\

Из равенства (164") при | z\ < 1 находим

m2 < г^М2, ft = max | S (z) I,
|2|<1

и, следовательно,

\f(z)\*<\z?nPY*M\
Теорема доказана.

Очевидно, что таким же способом можно получить обобщение
леммы Шварца на случай (р, ^-аналитических функций, если для

этого воспользоваться формулой преобразования подобия для

(р, ^-аналитических функций (167).
Отметим, что известный в классической теории аналитических

функций принцип аргумента [591 и вытекающие из него следствия

(в частности, теорема Руше) без каких-либо изменений

распространяются на р-аналитические и (р, ^-аналитические функции, если р

и q удовлетворяют вполне определенным условиям
дифференцируемое™, например в рассматриваемой области правильно
непрерывно дифференцируемы18.

18 Аналогичный результат для функций, определенных системой уравнений
(51), получен И. Н. Векуа [41]. Но только здесь речь может идти об уравнении

Ф (г) = 0, а не об уравнениях Ф (z) = а, где а — любая постоянная, так как при
а ф 0 функция Ф (г) — а может не принадлежать данному классу функций,
определенных системой уравнений (51).
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§ 10. ТЕОРИЯ ВЫЧЕТОВ

^-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Теорема 1 (о главных частях р-аналитических функций). Пусть
f (г) = и + iv — р-аналитическая функция, имеющая в точке z0 ф
Ф со, в окрестности которой р (г) удовлетворяет условию «а», по-

люс п-го порядка. Тогда в окрестности точки Zq она представима
в виде 1в

l ^ AkcoskQ+BksinkQ ,

/ (z) = и + iv =— ^ J* +
Р(г)

fe=i

+ .у в» cos fee -л» sm fee
^(г) (170)

fe«l

или

Ф(г) = ры + fo = y,Ak + iBkb+R*(z\ (170')

где r = \z — z0\, 0 = arg(z — г0),

Ак + Шк=ше8**Ц<£к + фк)9 (ПОТ)

ak> Рл (* = 1» 2, ..., я) — вещественные постоянные, <х2п + $2п Ф 0,
eS(z) — коэффициент подобия данной р-аналитической функции,
определяющийся равенством (167') при 9 = 0, R (z) и R* (z) —

функции, правильно непрерывные в некоторой области,
содержащей точку z0,

R (2) = -Щ
Re [^(2>г(2)1 + Im [esMg(z)]>

(170")
R*(z)=eSMg(z),

g (z) — функция, голоморфная в точке z0.

Доказательство теоремы получается непосредственно из

формулы (167), если учесть, что при высказанных предположениях о

характеристике р (z) функция © (z) должна иметь в точке z0 полюс

п-го порядка и представляется в виде

со
л f

или

Я (*-*<>)*

ф(2) ==
V afe cos fee + Pfe sin/»0 . у PfeCosfeO —ocfesinfee . ,.

meg (z) — голоморфная часть функции o> (z) в окрестности точки z0.

lfi Заметим, что если z0 — существенно особая точка функции / (г), то
равенства (170) и (170') остаются справедливыми, только суммы в правых частях этих

равенств нужно брать не от k = 1 до л, а от k = 1 до k = оо.
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Замечание. В частности, при п = 1, т. е. в случае полюса

первого порядка, ^-аналитическая функция представима в виде

1 л? cos е +в? sine

/(г) = и + iv = -4т — — +' v ' '
р (г) г ■

В? cos О —Л? sine
+ i- ^ + Ъ(г)

или

Л° 4- iB°
Ф(г) = рк + fo = 'I2

'
+ Й(г),

где /?0 (г) и Rl (z) — функции от z, правильно непрерывные в

окрестности точки г0 и такие, что при некотором числе а (0 < а < 1)
R0 (z) (z — z0)a и R*0 (z) (z — z0)a стремятся к нулю, если z ->- z0t

Л? + iB\ = (Аг + iBx)z=Zu = е5ы (а1 + фх).

Последнее вытекает из того, что коэффициент подобия ^z> в

некоторой области, содержащей точку z0, является правильно
непрерывной функцией от z с показателем, сколь угодно близким к единице.

Сумму всех слагаемых правой части равенства (170), кроме
R (z), будем называть главной частью р-аналитической функции
/ (z) = и + iv в окрестности точки z0, являющейся особой точкой
однозначного характера, полюсом при п Ф со и существенно особой
точкой при п = со, R (z) будем называть правильной или

регулярной частью функции / (z) в этой окрестности точки г0.

Допустим, что для р-аналитической функции f (z) = и + iv
тем или иным способом получено представление вида (170) в

окрестности особой точки z0Ф оо однозначного характера, причем А^
Bhw R (z) не обязательно определяются равенствами (170"), (170"'),
а удовлетворяют следующим условиям: Ak и Bk — функции от z,

непрерывные в области, содержащей точку Zq, R (z) — функция,
непрерывная в окрестности точки z0 и такая, что при некотором
числе а (0 < а < 1) R (z) (z — z0 )а стремится к нулю, если z -+

-> z0. Всякое такое представление будем называть разложением
р-аналитической функции f (г) в окрестности особой точки
однозначного характера z0 Ф со. Сумму всех членов этого разложения,
кроме R (z), будем называть, как и в предыдущем случае, главной
частью р-аналитической функции / (z) в окрестности точки z0,

Ak + iBk — коэффициентами разложения главной части f (z) в

окрестности точки z0.

Теорема Г. Пусть две однозначные р-аналитические функции
h (z) и h (z) в точке z0 Ф со, в окрестности которой р (z)
удовлетворяет условию «а», имеют одинаковые главные части или такие, что

разности k-x коэффициентов разложений их главных частей по

модулю не превышают Mrk~l+e или разность самих главных частей

по модулю не превышает Мг-1*8, где Миг — положительные

числа. Тогда для разности этих функций f (z) = fx (z) — f2 (z)
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точка z0 будет устранимой особой точкой и, если положить

lim / (z) = / (z0) и считать, что р (г) в какой-либо области,
z-+z0

содержащей z0, удовлетворяет условию <ф», — точкой р-анали-
тичности функции f (г).

В силу того что функция / (z) = /х (z) — /2 (z) при подходе
к точке г0 может иметь порядок роста только меньше единицы,

вторая часть теоремы, как и первая, является следствием теоремы
3 об устранимой особой точке (§ 9).

Теорема 2 (о главных частях (/?, q)- аналитических функций).
Пусть f (z) = и + iv — (р, ц)-аналитичесшя функция, имеющая
в точке z0, в окрестности которой р (z) и q (z) удовлетворяют
условию «а», полюс п-го порядка. Тогда в окрестности точки z0

функция f (z) представима в виде

/(г) = « + ш=4т2 *«*i* + Bkdni* +

п п \

Вь cos kQ — Ak sin kQ q (z) V* Ak cos kQ + Bk sin kQ \ .

D
.

ч

jk W^ 7* + й
k=\

T ИК)
k=\

r J (171)
+'2
или

Ф (г) = pu + i(v + qu) = 2T5^+ K* &> <17П

гд* r = |z — z0|, G=arg(z —z0),
ЛЛ + /В, = ^)(а, + ф,), (172)

а*> Рл (Л = 1, 2, ..., п)—вещественные постоянные, а% + р* =^ О,
коэффициент подобия данной (р, qУaнaлumuчecкoй функции е?{г)

определяется равенством (167') при условии, что D — область,
содержащая точку z0, R (z) и R* (z) — функции, правильно

непрерывные в D,

RW =

7W
Re [eSiz)g {z)] +1 (Im [eS(z)g {Z)] ~

я (г) Re [eS(2)<7(z)l), (172')Р(г)

R*(z) = eSWg(z), (172")
где g (z) — функция, голоморфная в точке z0 (регулярная часть

ряда Лорана в окрестности точки z0 функции со (г))20.
В самом деле, при сделанном предположении о р (z) и q (z)

функция S (z), определенная равенством (167'), правильно
непрерывна в некоторой области D, содержащей точку z0. Поэтому,

20 Заметим, что формулы (171) и (171') остаются справедливыми и в том

случае, когда точка z0 является существенно особой точкой функции / (z), в этом

случае суммы в правых частях равенств следует брать не от k = 1 до k = п, а от k = 1

до k = ОО.
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учитывая формулу преобразования подобия (166") или (167),
заключаем, что функция со (г) имеет в точке zQ полюс л-го порядка и

представима в виде

где аЛ, рЛ — вещественные постоянные, а2п + р£ =^= 0, g (z) —

функция, голоморфная в точке z0. Используя теперь (166") и учитывая,
что

ReL(2) + t6(2))2f+%] =

Re \(а (z) + ib (г)) % «* cos *e + pft sin *e
+

i-
e
V (fl (г) gfe - b (z) prf cos fe8 + (a (г) Pfe + b (z) ak) sin fe8

■[■ ft=l

, . Pfe cos fe9 — а^ sin kQ
+ * ; 1

kIm (e(*)+rt(z))2,-2t±4L

__ у (6 (г) ocfe + Q (z) Pfe) cos kQ-(-b (z) pfe + а (г) a*) sin 60

где а (г) + /ft (г) = е^г\ получаем равенство (171). Правильная
непрерывность функции R (z) в области, содержащей точку z0,
следует из того, что таким свойством обладает функцияS (г),
определенная равенством (167'). Из (166") непосредственно получаем
также равенство (17Г).

Замечание. В частности, при п = 1, т. е. в случае полюса

первого порядка, (р, ^-аналитическая функция / (z) представима в виде

р v 1 А°} cos 0 + В? sin 9

f(z) = u — iv = -4г — ! Ь1 v '
p(z) г

'

/ B?cos9 — ,4?sin9 а(2) Л? cos 9 + В? sin 6 \

+'(-—н—-Л--—т-5—)+«.« <17з>

или

Л° _l /в0
Ф (г) = /ш + i (v + qu) =

' '

+ /?; (2), (173')

137



где R0 (z) и Ro (z) — функции от г, правильно непрерывные в

окрестности точки z0 и такие, что при некотором числе а (0 < а <: I)
R0 (z) (г— г0)а и /?J (2) (z — г0)а стремятся к нулю, если z ->■ г0,

Л? + *Я? = (Лх + iBx)z=Zo = eSM (ai + фд.

Аналогично тому, как это мы делали в случае р-аналитических
функций, всякое представление (р, ^-аналитической функции в

окрестности особой точки однозначного характера z0 Ф оо вида

(171) при условии, что Ak + iBk — функции, непрерывные в

области, содержащей z0, a R (z) — функция, непрерывная в окрестности
точки z0 и такая, что при некотором числе а(0<а<;1)
R (z) (z — z0 )а -*• 0, если z ->■ z0 21, будем называть разложением

(р, ^-аналитической функции в окрестности данной точки г0.

Сумму всех членов этого разложения, кроме R (z), будем.называть
главной частью (р, ^-аналитической функции в окрестности точки

z0, Ак -f- iBk — коэффициентами разложения этой главной части

(р, ^-аналитической функции / (z) в окрестности точки z0.

Теорема 2\ Пусть две однозначные (р, q)-аналитические
функции /х (z) и /2 (z) в mowce г0Ф оо, в окрестности которой р (z) и

q (z) удовлетворяют условию «а», имеют одинаковые главные части

или такие, что разности k-x коэффициентов разложений их

главных частей по модулю не превышают Mrk-l+e или разность

самих главных частей по модулю не превышает Мг~1+е, где Миг —
положительные постоянные. Тогда для разности этих функций
f (z) = /1 (z) — /2 (z) точка z0 будет устранимой особой точкой и,
если положить lim / (z) = / (z0) и считать, что р (z) и q (z) в

z-+z0

какой-либо области, содержащей z0, удовлетворяют условию <ф»,—
точкой (р, q)-aнaлumuчнocmu функции f (z).

Справедливость этой теоремы следует из теоремы 3 об
устранимой особой точке (§ 9), если учесть, что функция / (z) = fx (z) —

—f2 (z) при подходе к точке z0 может иметь порядок роста только
меньше единицы.

Перейдем теперь, следуя нашей работе [3], к построению теории
вычетов р-аналитических и (р, ^-аналитических функций.
Рассмотрим вначале р-аналитические функции.

Пусть / (z) = и + iv — р-аналитическая функция, имеющая

в точке z0 Ф оо, в окрестности которой р (z) удовлетворяет условию
«а», полюс первого порядка. Тогда, представив функцию / (г) в

виде (170), вычетом этой функции в точке z0 назовем

коэффициент

С_! = Л? + 1ЁЦ = (А± + ВД=2о, (174)

где все обозначения имеют такой же смысл, как и в теореме 1.

В случае полюса первого порядка, учитывая (170'), легко заметить,

21 Это значит, что А& 5^ и R (г) не обязательно должны определяться
равенствами (172) и (172').
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что справедлива следующая формула для вычисления вычета в

точке г0:
С_! = lim (ри + iv) (г — г0). (175)

Будем говорить, что разложение р-аналитической функции f (г)
вида: (170) в окрестности полюса /г-ro порядка (п >- 2) или

существенно особой точки г0Ф оо является каноническим разложением,
если

k—\

Ак + iBk = 2 (a)k + ф£) (z - z0)', к > 1, (176)
/=о

где а! и р[ — вещественные постоянные. Очевидно, что для того

чтобы разложение вида (170), (170"), (170"7) можно было

преобразовать в каноническое разложение, достаточно, чтобы Ак и Вк в

точке *0, у0 имели непрерывные производные по х и у до &-го
порядка. При выполнении этих условий остаточный член разложения

R (г) является функцией, непрерывной в точке z0.
Вычетом р-аналитической функции / (г) в точке г0 ф со,

являющейся полюсом n-го порядка (п > 1) или существенно особой

точкой, назовем число С—\ = А°{ -f /В?, определенное равенством
(174) в предположении, что данное разложение в окрестности точки

г0 является каноническим разложением. Очевидно, что в случае
п = 1 это определение вычета совпадает с приведенным выше

определением вычета в полюсе первого порядка без предположения о том,

что разложение вида (170) является каноническим разложением.
Подсчитаем вычет р-аналитической функции f (z) в полюсе

я-го порядка (п > 2). Взяв А\ + iBk (k = 2, 3, ..., п) в виде (176),
в силу (170'), получаем

(ри + iv) (z - zoy = (Ап + iBn) +■(Ля_, + |ВЯ_,) (г — г0) +
... +(АХ + 1Вг) (z - г0Г-1 + /?* (г) (г - г0)«,

где R* (z) — функция, непрерывная в окрестности точки г0 и

имеющая при подходе к точке Zq порядок роста только меньше единицы.

Учитывая, что в правой части последнего равенства все слагаемые,

кроме двух последних, являются многочленами от z —z0 степени

не выше п — 2, находим

£^Г Ори + iv) (z - z0)n] = (п - 1)! (Л? + *В?) +

+ ^[tf*(z)(z-Zo)4.
Отсюда видим, что если /?* (г) имеет в точке *в, у0 непрерывные
производные по х и у до (п — 1)-го порядка или при каждом

операторном дифференцировании R*(z) порядок роста в окрестности
точки 2q увеличивается не больше чем на единицу, то вычет в
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полюсе г0 Ф со n-го порядка вычисляется по формуле

С_, = Л? + гБ? = lim
1

(л-1)! ^[(Р" + ^)(г-2оГ1. (177)
2->20 V Г йгП

Рассмотрим теперь вопрос о вычислении вычета C_i в точке г0 Ф
Ф со при помощи контурных интегралов по сопряженной
переменной.

Пусть Z = X + iY и Z = X + iY — сопряженные
переменные, соответствующие данной характеристике р в области,
содержащей точку г0, у — окружность | г — г01= г в указанной области.

Интеграл по сопряженной переменной Z, деленный на 2ju,

V V

1 I у i . \ dZ * , .v dZ i~
= -2^Yru + l^-^dz-^ru-w)-^dz- (178)

v

Учитывая (170), (170') и полагая г = re*Q, можно написать

R*{z)\-^ire-i[+

v

Ау — t'B,
,—«б ■«tfe. (179)

Отсюда в пределе при г -*• 0 получаем

4Г],/(г)^ = (Л1+/В1)г„А + 04,-/^),,
dZ

<£
(180)

где (Аг + i'B !)2о— вычет функции / (г) в точке г0.

Таким образом, приходим к теореме о вычетах р-аналитических

функций с полюсами первого порядка.
Теорема 3 (о вычетах р-аналитических функций с простыми

полюсами). Пусть Z и Z — сопряженные переменные,

соответствующие данной характеристике р (г) в некоторой области,
содержащей внутри односвязную область D, ограниченную спрямляемым
контуром С. Тогда, если функция f (z) = и + iv р-аналитическая
в D, за исключением отдельных точек г19 г2, ..., гт, где она имеет

полюсы первого порядка, и если она в точках контура С р-аналитиче-
екая или непрерывная изнутри (если контур С

кусочно-монотонный), то выполняется равенство

-^ \ udZ + ivdZ =
2л/

^(At+lBJ.*L + (A1-iBi)s
dZ

d'z
(181)
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где (Аг + /Bx)s (s = 1, 2, ..., т) — вычеты функции f (г)
соответственно в точках г1? г2, ..., гт.

В самом деле, можем написать

2ш
С s=aO cs

где Cs — окружности \z — zs | = г, г — достаточно малое число.

Применяя к интегралам по Cs равенство (180), получаем формулу
(181). Теорема доказана.

Рассмотрим теперь интеграл по сопряженной переменной,
деленный на 2ш (178), в предположении, что точка z0 является для

функции / (г) полюсом /г-ro порядка (п > 2). При этом будем
считать, что разложение (170) имеет канонический вид. Вместо (179)
запишем

't—гЛ^ + ^ + ЧС»*». (182)

где т) (г) — величина, стремящаяся к нулю при г -> 0,

4i^+-w^+ - +*+4£-<182-)

Представляя -г- и — в виде

*L = ai + a2(z-z0)+ ... +an(z-z0r-i + O(rn),

*L=b1 + b2(z-z0)+ ..• +bn(z-z~0y-t + O(r"),
аг

где а1? а2> •••> ап— многочлены от z — z0, bly 62, ...,&Л — многочлены

от г — 20, можем написать

l=i ,*+£. i«v(2-2o)v-1+o(r)(
ЙЯ <*-*ьг v=l

л

м = 2 r*~(f-, 2 &v (5 - io)v-' 4- О (г).

Отсюда находим
п

L=^(Ak + iBk)ak+^ /ft
+ ;f!v av + 0(r),

fe=l fe>v vz — z0)
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и из (182) в пределе при г -* 0 получаем
п

1у = 1> (Ак + iBk)Zoak \2л+ (Ak- iBJZobk|2.

ИЛИ

1

2я1

-2--= i)i
(Ak + iBk)z

d"Z

dz"
+ M»-»*fe-fr J (183)

Таким образом, приходим к следующей теореме.
Теорема 4 (о вычетах р-аналитических функций с кратными

полюсами). Пусть Z и Z — сопряженные переменные, соответствую-

щие данной характеристике р (г) в некоторой области,
содержащей внутри односвязную область D, ограниченную спрямляемым
контуром С. Пусть функция f (г) = и + iv р-аналитическая
в области D, за исключением отдельных точек zl9 г2, ..., гш, где
она имеет полюсы соответственно кратности п1у /г2, ..., пт (или
существенно особые точки, когда соответствующие nk равны
бесконечности) , и пусть в точках контура С функция / (г)
р-аналитическая или непрерывная изнутри (если контур С кусочно-монотонный).
Тогда справедливо равенство

-х-т f udZ + ivdZ =

= 2 jLt (A—1)!
(Ak + iBk)s

dkZ

dzk
+ М*-'*А-ЗГ . (184)

где {Ak + iBk)s = (Ak + /5*)*=v (Ai + iBi)s — вычеты функции
f (z) в точках zs (s = 1, 2, ..., m).

Теорема доказывается точно так же, как и теорема 3, только

вместо равенства (180) следует воспользоваться равенством (183).
Например, в случае полюсов второго порядка формула (184)
принимает вид

-^ J udZ + ivdZ = 2 М, + iBl)s -§-
С s=l \

+ 2 ((At+iBjt d%Z

dz*
+ (A2-iB2)s^

+ (Al-iBJl-£.\ )dz \zsl

d*Z

+

dz2 (185)

или

^ J udZ + ivdZ = 2 (Aiz* + BiZyk +
С s=l

+ |(^^=+ V^. (185')
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Перейдем теперь к рассмотрению (р, ^-аналитических функций.
Пусть / (г) = и + iv — (р, ?)-аналитическая функция, имеющая

в точке z0 Ф оо, в окрестности которой р (г) и q (z) удовлетворяют
условию «а», полюс первого порядка. Тогда, представив функцию
/ (г) в виде (171), вычетом этой функции в точке г0, как и в случае
р-аналитических функций, назовем коэффициент

С-1 = Л? + 1ЕЦ = (А, + iBx)z^ (174')
где все обозначения такие же, как и в теореме 2. В случае полюса

первого порядка, как видно из (17Г), можем написать

С_, = lim [ри + i(v + qu)] (z — z0). (175')
z-+z0

В случае полюса /г-го порядка (п > 1) или существенно особой точки

2в ф оо точно так же, как и в случае р-аналитических функций,
вводим понятие канонического разложения (р, ^-аналитической
функции. Вычетом (р, ^-аналитической функции в полюсе /г-го

порядка (п > 1) или в существенно особой точке z0 Ф оо является

число С_1 = А°\ + 1Ви определенное равенством (174'), при
условии, что данное разложение в окрестности точки z0 каноническое.

Для этого вычета в случае полюса /г-го порядка (п > 2) при тех же

предположениях относительно R (г), что и в случае
р-аналитических функций, находим

C_i = ljm (n±lv -g^- Цаи + iv)(г— z0)«]. (177')

Заменяя в наших рассуждениях (178) интегралом

Iv=^lf(z)dP,qZ = -±r^udZ + ivdZ =

—SiT J С

. /ч /ч

— ?'ou + iv)-^dz — (ou — iv)^Ld~z, . (186)

приходим к теоремам, совершенно аналогичным теоремам 3 и 4.

Теорема 3' (о вычетах (р, ^-аналитических функций с простыми

полюсами). Пусть Z и Z — сопряженные переменные, соответствую-

щие данным характеристикам р (г) и q (г) в некоторой области,
содержащей внутри односвязную область D, ограниченную
спрямляемым контуром С. Тогда, если функция f (z) = и + iv (р, q)-aнaлu-
тинеская в D, за исключением отдельных точек zXi г2, ..., zm> где
она имеет полюсы первого порядка, и если она в точках контура С

(р, ф-аналитическая или непрерывная изнутри {если контур С

кусочно-монотонный), то выполняется равенство

\__
2т

с

-1 м,+«у.4г

j
{ udZ + ivdZ ='

(181')+ (A1-iB1)s^-s dz
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где (Аг + iBx)s (s = 1, 2, ..., т) —вычеты функции f (г)
соответственно в точках г19 г2, ..., zm.

Теорема 4' (о вычетах (р, ^аналитических функций с кратными

полюсами). Пусть Z и Z — сопряженные переменные,

соответствующие данным характеристикам p(z) и q (г) в некоторой области,
содержащей внутри односвязную область D, ограниченную
спрямляемым контуром С. Пусть функция f(z) = u+ iv (р, q)-аналитическая
в области D, за исключением отдельных точек zx, z2 ..., гт, где она

имеет полюсы соответственно кратности nltn2, ..., пт (или
существенно особые точки, когда соответствующие nk равны бесконечности),
и пусть в точках контура С функция f (г) (р, q)-аналитическая
или непрерывная изнутри (если контур С кусочно-монотонный).
Тогда справедлива формула

~Ш I udZ + ivdZ =

с

»2 21г=тгК+^
s=l Л=1

dkZ
Jk)s

dzk
+^-т^ (184')

где (Ak + iBk)s = (Ak + iBk)z=sZ, (Аг + iBjs — вычеты функции
f (г) в точках zs (s = I, 2, ..., т).

§ П. ОБ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ КЛАССАХ

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ И (р, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим вопрос об «эквивалентности» некоторых классов

обобщенных аналитических функций.
Будем говорить, что третий класс обобщенных аналитических

функций F* (z) = U* + iV* с параметром fx* эквивалентен

третьему классу обобщенных аналитических функций F (z) =

= U + iV с параметром ц,, если

U = aU* + РК*, V = yU* + 8V*, аб — Ру Ф 0, (187>
или

F(z) = aF*{z) + bF*(z), \а\2 — \Ь\2фО, (187')
где а, р, у, б — вещественные функции от х и у, а и 6 — комплексно-

значные функции от дг и #.

Аналогично класс (р*, ^-аналитических функций / (г) = и +

+ /у с характеристиками р* и <7* будем считать эквивалентным

классу (р, ^-аналитических функций / (г) = и + iv с

характеристиками р и qt если

а = аа + Ру, о = уи + 8v, аб — Ру ф 0, (188)
или

f{z) = af{z) + b]{z), \а\*-\Ь\*фО, (188')
где а, р, у, 6, а и Ь имеют тот же смысл, что и в (187), (187').
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Класс /^-аналитических функций / (z) = и + iv с

характеристикой р* будем считать эквивалентным классу р-аналитических

функций / (г) = и + iv с характеристикой р, если / (г) выражается
как аффинное преобразование / (г) равенством (188').

Теорема 1. Для того чтобы третий класс обобщенных
аналитических функций F* (г) = U* + iV* с параметром \х* был

эквивалентен третьему классу обобщенных аналитических функций F (г) =
= U + iV с параметром \i, необходимо и достаточно, чтобы \х* =
= \ieiQy где О — гармоническая функция от х и у. При выполнении

этого условия справедливо равенство

F*(z) = cF(z), (189)

где с = | с \ е 2
— аналитическая функция от г.

В самом деле, подставляя (187') в уравнение (53), получаем

а*С- + F*А+ b^-+ F*h- = v(aF* + bF*).
dz dz dz <ferv '

л л
_

Отсюда следует, что 6 = 0, -?т- = 0, —— = \х
— F*y ц* -=

dz dz а

а 1 с

= \х—, F(z) = aF*{z). Заменяя теперь а на —, получаем
—

=

= eie, F* (г) = cF (г), с = | с \ е 2. Теорема доказана.

Например, если l^
= \l^\eiQ — аналитическая функция от г,

то, взяв с = I с | е
2
=

Г
, получим

-^ = НЯ<, F*(z) = -^-F{z).
Теорема 2. Для того чтобы класс (р*, q*)-аналитических

функций f (г) = и + iv с характеристиками р* и q* (а* = р* + iq*)
был эквивалентен классу (р, q) -аналитических функций f (z) =
= и -j- iv с характеристиками р и q (а = р + iq), необходимо
и достаточно, чтобы г* = а + iy и s* = Р + i8 были (р,
q)-аналитическими функциями с характеристиками р и q и

Re^±pL>0. (190)

Яри выполнении этих условий характеристики р* н </* (р*, </*)-
аналитических функций f (z) = и + iv определяются равенством

a* = p* + ^*=^til_, р*>0. (191)
о — фа
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В самом деле, подставляя (188) в условие (р, ^-аналитичности
функции / (г) = и + iv (55'), получаем

а -4- (со/ + Р») + t-4- (уи + to) = 0. (191')
dz fl(2

Приравнивая нулю коэффициенты при и и v, получаем

da . . dy Л ^Р ,
. d6 А

а —=- + t —4- = 0, а —^- + i —-=- = 0,
dz dz dz dz

т. е. r* = а + t'Y и s* = Р -+- *6 являются (р, ^-аналитическими
функциями. Равенство (191') при этом принимает вид

(об + /Т)^г + («- *^)' 4г = °
dz dz

и при выполнении условия (190) f (z) = u + iv является (р*, #*)-
аналитической функцией с характеристиками р* и <7*,
определенными равенством (191). Теорема доказана.

Например, если р
= 1, q = 0, т. е. / (г) = w + it; — класс

аналитических функций, то из (191) получаем

*
_ „* _L in* -_

<*+*У
__

'*
а* = р* + iq* =

Это значит, что классу аналитических функций f (г) = w + it;
эквивалентны всевозможные классы (р*, ^-аналитических функций

/ (г) = и + iv, для которых а* = р* + /(/* является

аналитической функцией от г. В частности, полагая р = 0, 6 = 1, s* = i,
получаем о* = р* + iq* = г* = а + iy, и равенства (188)
принимают вид

u = p*ut v = v + q*u (и==—5-и, v=v V"aV (192)

С помощью теоремы 2 и замечания 1 § 2 можно осуществить

аффинное преобразование класса (р, ^-аналитических функций / (z) =
= а + iy с характеристиками р и (7 (у = р + i?) в другой,
эквивалентный ему класс (р*, ^*)-аналитических функций f (г) = и +

+ iv с характеристиками р* и ?* (а* = р* + /(7*). Справедлива
следующая теорема.

Теорема 3. Пусть f (г) = и + it; — (р, q)-аналитическая
функция с характеристиками р и q (о = р + iq), F (г) = U + iV —

соответствующая ей обобщенная аналитическая функция третьего
класса с параметром |ы, определенная равенствами (58), (58'),
F* (г) = U* + iV* — обобщенная аналитическая функция с

параметром \х* = \xeiQy определенная равенством (189). Тогда функция

f (г) = и + iv, определенная равенством

F* (z) = U* + iV* = v [р*й +i(v + q*u)]> (193)
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будет (р*, q^-аналитической с характеристиками р* и q* (а* =
= р* -f iq*)f определенными равенством

а* = р*+ /</* = А, Р*>°> О93')

где h и v — решения соответственно уравнений

J^ в ^*\ JL = _ ^*v, (193")
dz dz

# \ do t

. г 1 </а .-

Я,
такие, что Re — > 0.

V

В самом деле, в силу замечания 1 § 2 F (г) = U + iV является

обобщенной аналитической функцией третьего класса с параметром
ц, определенным равенством (58'). На основании предыдущей
теоремы функция F* (z) = U* + iV* в случае любой гармонической
функции 8 является обобщенной аналитической функцией третьего
класса с параметром |ы* = е*0. В силу этой же теоремы функция

/ (и) = и + iv, определенная равенством (193), является (р*, q*)-
аналитической функцией с характеристиками р* и q* (а* = р* +
+ iq*), определенными равенствами (193'), (193"). Теорема
доказана.

Например, пусть р = еах+^у> где аир — вещественные

постоянные, q = 0. В этом случае

|i = -I-
у = 4" \у I «* V = а + Ф.

F(z) = f/ + iV = /(ptt+ш) = VrP" + ^"-7= = ^ 2 W + ^ 2
V.

У р

_ _е_
Уравнения (193"), если положить с = е

2
, принимают вид

4-Tl'fc -f-—tItI». f*-^"-

В качестве решении этих уравнении можно взять л = е
г

,

v == е
2

. При этом в силу (193') о* = р* + iq* = е№.
Таким образом, приходим к выводу, что если / (г) = и + iv —

р-аналитическая функция с характеристикой р = еах+$у, то

функция / (г) = и + iv, определенная равенствами
. е 1 . .

F*(z) = e
2
F(z) = e

2
\е^*и + ш], (194)
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где

или

ax+fry

F(z) = e и + ive 2

(a-\y\)x+$y {a+\y\)x+$y
e 2 . . e 2

и = cos ~y
e a + sin

-y
e v,

. 9 2 ,
e 2

v = sin — e и + cos -~- e v,

(194')

(194")

2
- -

.

-

—

2

р*-аналитическая с характеристикой p* = e^x.
Замечание 1. Обозначим через /<s) (г) = u(s) + itts) р-аналити-

ческую функцию от г = х + iy с характеристикой р = г (x)ys>
где г (х) — заданная непрерывно дифференцируемая функция от х

(г (х) > 0), s — любое вещественное число (у > 0). Тогда
справедливы следующие два преобразования: для функции /(2~s) (2)

/<2-s) (г) = „(2-s) + Ш(2-5) = ^s-la(s) + ; Г Ll-s ^(S>

_г (S — 1) u<*>) Лс + у1-*-dviS)
ДЛЯ фуНКЦИИ / <s+2>(2)

<fr

dy
d#, (195)

/<s+2) (2) = tt(s+2) _|_ {v(s+2) =
1 (fa<s)

0 <ty
+

Чтобы убедиться в справедливости равенств (195), (196), заметим

вначале, что для дифференциального оператора

м.>~£ ("■-£-) + -*-('*•-£-) <197)

при любой функции и = и (х, у) выполняются тождества

L2-s(ys-lu) = y^Ls(u), (198)

Ls+2 (yiHi^1"'- sLs (ы)- (199)

ГУ
,2—s

.

ду ду ГУ
S—s

В самом деле,

Для величины

ду

находим
о , 1Ч ди . д I ди \ ди

,
д2и

B = r(S-Vl)y-+rl>y-(yi)y-) = rSl)y-+ryW =

ди

^Mrys^\

((s_l)lr*B+r.-*L)]

= t/'-sfrst/:'S '

ду
+ ГУ'

<?J/2

д

ду-*-*т("Ъ\
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Складывая А и В, приходим к выводу, что тождество (198)
справедливо.

Далее,
С =

д

дх гу
,s+2

дх у у ду у] дх \
у

дхду J
ди

дх

дхду

— rsy*-1
д ( . д ди\ д \ д I

-у^[гу^^)-у-^Уд^[гу
\ д ( ч ди\\ д ( ,

ди \

[^[гУ3^)\-8^(гУ'-дх-)
д

ду

или

С = у

Для величины

D=*\rys+2*(±*Lду [
*

ду \у ду

д

ду
ГУ

IS+ 1 д2и

ду2
находим

D=i(*+vy<w+ys-lJ^-sys-lJlt-y
= гу[у5^Бг + *у*-]

— rsys

д*и

ду*

д2и

ду2

ду*

д2и

ду*

rs(s—l)y*-i

гу*

д2и

ду2

ди

дх

ди

\-*(*-!) ?-*-%-{-
ди

ду
rsy

.5—1 ди

ду

или
~ д2 [ . ди \ д I . ди \

Складывая величины С и D, получаем тождество (199).
Из тождества (198) следует, что под знаком интеграла в правой

части равенства (195) стоит полный дифференциал некоторой
функции. Такой же вывод получается из тождества (199) относительно

подынтегрального выражения в правой части равенства (196).
Далее, с помощью непосредственной проверки убеждаемся, что

функции комплексного переменного z = х + iy, определенные
равенствами (195) и (196), удовлетворяют условиям р-аналитичности
соответственно при р = ry2-s и р = rys+2y т. е. справедливость равенств
(195) и (196) доказана.

Последовательное применение преобразований (195) и (196)
позволяет преобразовывать р-аналитическую функцию с

характеристикой р = г (х) ys (s — вещественная постоянная, у >0, г (х)>
> 0) в ^-аналитическую функцию с характеристикой р* =
= г (х) ys±2my где т — целое число.

Замечание 2. Пусть / (г) = и + iv — ^-аналитическая функция
с характеристикой р, /* (г) = и* + iv* = и + i

соответствующая ей «присоединенная» р-аналитическая функция с

характеристикой р, удовлетворяющая в силу условий р-аналитичности
уравнению

df*_
dz

1 dp /1*

2Р dz
[Г

' /*). (200)
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Справедливо следующее утверждение. Если / (z) = и + iv —

р-аналитическая функция от z = х + iy с характеристикой р = xt

f*(г) = и* + iv* = и + i— , то

Нг) =-x*g--y*£L-±Цг) (201)

является также ^-аналитической функцией от г = х + и/, а

Пг) = ,гД^_-1-?*(г) (202)

присоединенной по отношению к / (г) ^-аналитической функцией,
последняя, в частности, удовлетворяет тому же уравнению, что и

/* (г):

-^- = ^ГСГ-П (200')

В справедливости этого утверждения проще всего можно убедиться
с помощью непосредственной проверки.

§ 12. О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
В ВИДЕ ЛИНЕЙНЫХ КОМБИНАЦИЙ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ ДО л-ГО ПОРЯДКА

Пусть f (z) = и + iv — р-аналитическая функция от z = х +
+ iy, т. е. функция, определенная системой уравнений (54), где

р
= р (х> у) — заданная функция от х и у, р (ху у) > 0. Важную

роль, как известно, при изучении решений эллиптических систем

дифференциальных уравнений (в частности, потому, что решения

краевых задач для аналитических функций достаточно хорошо

изучены [84—86]) играют различного рода представления их через
аналитические функции [41, 9, 10, 14, 87]. Случай
представления общего решения системы уравнений (54) (при р =

—— (th2m (у—
М-

— Уо))у №> т> Уо
— постоянные) в виде линейных комбинаций

аналитических функций и их первых производных указан в работе
[88]. Аналогичные важные частные случаи для гиперболических
систем уравнений с применениями к газовой динамике и теории
пластичности изучены в работах [88, 89].

Рассмотрим [90, 91J вопрос о необходимых и достаточных

условиях представимости р-аналитических функций в виде

линейных комбинаций аналитических функций и их производных
первого и вообще п-го порядков.

Пусть w = / (г) = и + iv — любая функция комплексного

переменного z = х + iy, имеющая непрерывные частные производные
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по х и у,

1 dpw
=

1 dpf (z)
__

1 / ptix + vy . vx —^ \
__

Гр ^
"

/р dz
~

у^ \ 2 + '
2 /

—

представляет собой операторную р-производную по z = х + iy
данной функции со = / (г), деленную на Yр. Пусть со* = /* (г) =

= У^ри + i —=- у Р =
^ Й~^~' Тогда выполняется равенство

+ Pw*. (203)

Vp

1 dpw dw*

Y~p dz dz

Если U — вещественная функция, то

_]_ dp{wu)^_j^_d£w_u , ш*^ (204)
Yp dz уp dz dz v

Учитывая, что

1 dpw 1 dpf (г)
Г = ^".-7Г') +

Vp dz Vp

аналогично получаем равенства

J^L в J™L + Pw*, (203')
dz dz

d^U) = Jb*LU + w*^ (204,}
dz dz dz

Пусть теперь w = / (г) = и (x> у) + iv (x, у) — р-аналитиче-
ская функция от г = х + iy с характеристикой р = р (х, у), F (г) =

ди . ди .
, .Q

=
-^

1 -а аналитическая функция от г, со^ = ак -f tp^,

Щь = v* + &k (* = '» 2, ..., я) — какие-либо функции от г,

Jtft = со* =* Кра* + i —рг-pft, (xfe = oyfe = ]/pvfe + *

(ft= 1, 2, ..., n).

Будем искать представление ^-аналитической функции w = f (z)
в виде

= f(z) = u(xt у) + iv(х, у) = 2е0*-^Г + ^* ajcfe-ia
- <205)
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где п — целое положительное число, п > 2. Очевидно, что

w* = f*(z) = V~pu(x, y)+i-^-V(X9 //) =
vp

= Ул dkU

Z-x^r
+ Vk-D^i

k=\

dkU

dxk~ldy
(206)

Подсчитаем_от функции w = / (2) = и + iv операторную р-произ-
водную по г = х — iy, деленную на ]/ р. Получаем

Vp

п Г

dkU 1 dpwk dkU

дх" Vp dz dxk~ldy

,
, d dkV

,
d dkU

dz dxk dz дх*~1ду
ИЛИ

1 dpw
=

1 d^ dt/ . 1 rfp^t at/
^ _1_^_4_

l/"j5 rfl
""

Vp dz dx Vp £ дУ n ^ ^n

dnU
n—1

dz d*""1^ fe^J

d a*c/
v* T7

d2 &t*
H*

dz dxn

dkU

dz дх*~1ду

+
dk+*u 1 dpvk+i dk+]U 1 dtPi
dx1Л+] /p Л

+
тж

d**d# Kp dz

dp(w)
dz

Поскольку функция w = / (2) = и + to р-аналитическая,

= 0. Поэтому, приравнивая нулю коэффициенты при производных
от £/, получаем систему уравнений, которым должны удовлетворять

функции hkt [ik или cofe, wk (k = 1, 2, ..., n). Эта система имеет вид

.4ф_ = 0, -4^- = О, . (207)

"2" л*
*

"у" И* Н~

A=l, 2, ..., /i-l.

(209)
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Равенства (207) означают, что со^ и wl —р-аналитические функции,
из (208) следует, чтоЯл = фп или \хп = —i%n 22. С помощью формулы
(203') систему уравнений (209) можем записать в виде

(К — ¥k) +
dh'*+!

dz
+ РЬк+1 = о,

'*+!
P(^+i) = 0,

I (210)

k = п— 1, п — 2, ..., 1.

При k = п — 1 с учетом, что 1Ц„ — Я„, из системы (210) получаем

— -g-(^„_i — i\in_i) + —£- РЯ„ = 0,

или

Отсюда

dK
dz

= 0, Яя_,— i\in-i = -2РК.

A,„_i = /firt_i + QXn,

(211)

(212)

где Q = — 2P = ^ , C„ = Cn(z) — произвольная

аналитическая функция от г. При k = п — 2 с учетом (212) из системы (210)
находим

dK,

^-(К-2 - цхп-г) + —^р- + PK-i = 0,

о" (^я—2 — *>л-2) Ч Т7* dz

Из этих уравнений получаем

dz

dz
■Р(ЯП_, —РХл) = 0.

rf«fci)
dz dz

Xn—2 — i^n—2 = — 2P^n_i — 2

-PQK

dK

dz

22 Если в (205) положить n = 1, то из (208) следует, что ta = щ, из (207) —

dk, — ф,, — —

что-р-
= — PKlt -jr-1- = —Pjij и, значит, — Р^ = — iP^, ^ = ц2

= 0.
dz dz
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Отсюда

Xn-i = Ся_, -РК + ] KPPdl
hn—2 = Щп—2 + Qkn—1 — 2 -

dk,л-l

dz

(213)

(214)

где Cn-i = d_i (г) — произвольная аналитическая функция от г.

При k = п — 3 из системы (210) получаем

-i- (К-ъ - i\in-3) + —т^- + Ып-* = 0,
dz

dK
■ -f (^_3 - /цп-з) + -Z^ ?=- ( Q*>.-i - 2

иЛ"-1

dz dz

dX„

dz

Отсюда

kn—2 — I Qkn—i — 2 ■

dA,,'n—1
dz

»-¥-т(«—»V)-pK--*-V).
А,п_з — ^-з = — 2РЯП_2 — 2 ■

di
n—2

dz

или

&„-* = C„_2 — Q„_, + f PQn-\dz, (215)

Лп-з ='li/i-3 — 2Qn_2f (216)

где d-2 = d-2 (z) — произвольная аналитическая функция от г,

dXk

Предположим, что

k=n—U п — 2, ..., 2. (217)

Xk+l = Cfe_j_i — Qfc+2 + \ PQk+2<fzy (218)

i,=>/|»t- 2Q*+i. (219)
Тогда из (k — 1)-х равенств системы (210), учитывая (218), (219),
получаем

■ -|- (Xk-i — t|ift_,) + -^- ^

Ль

^(QX^-2-^1
— Р[^_(QWi-2%l)] = 0.
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Отсюда

2%k

44(5и.,ш»„-^
A*_i — *>*-i = — 2P^ — 2

dz

следовательно,

Xfe_i = ф,£_1
— 2Qfe,

где Cft = Ck (z) — произвольная аналитическая функция от z.

Таким образом, приходим к выводу, что равенства (218), (219)

при k = /г, п — 1, п —2, ..., 1 определяют решения системы

уравнений (210), т. е. Xk, \ik (k = п, п — 1, ..., 1), через п — 1

произвольные аналитические функции Сп1 Сп-_ь ..., С2 при
условии, что Q*+2 (k = п, п— 1, ..., 1, 0) определяются
равенствами (217), причем Qn+2 = fin+i = 0, Qn = РХП1 а также

Хп+{ = 0, —^- = 0, Хп = Сп. В частности, при k = 1 равенство
dz

(219) принимает вид

Л, = 4^—20,. (220)

Теперь остается только показать, что функции coj и wx являются

р-аналитическими, т. е. удовлетворяют системе уравнений (207) или

—г
= -рК __

Из (220), учитывая (207), получаем

_р£ _££_ = _/>Ц1. (207')
dz dz

1 ri
dz

2

или

P; — /Pn J- 9 .

dzР11 = -1Д + 24-Й,
Из этого равенства и из (220) находим

*1 = -а. + -?-1&-. (221)

В силу первого из уравнений (207')

_pjT =
dQ2 . d ( \ dQ2

1 dl
~^~

d~z\P &

Из этого уравнения и уравнения (221) получаем

~ l__dbt _

1 dQ2 i d / I <*й,
*^2 "T"2 ^ P dz

""

P dz P dz \p £
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или

dz \Р dz )
2 (222)

Равенство (222) представляет собой необходимое условие,
которому должна удовлетворять характеристика р = р (х, у), чтобы для

данной р-аналитической функции w = f (z) = и (х, у) + iv (х, у)
было справедливо представление (205), или, что то же самое, для

функции w* = /* (z) = Ypu + i-r~- представление (206). Равен-
У р

ство (222) является линейным однородным уравнением относительно

аналитических функций Сю d_i,..., С2 и их производных до вполне

определенных порядков. Достаточным условием для того, чтобы
выполнялось представление (205), или, что то же самое, (206),
является существование ненулевого решения уравнения (222)
относительно С„, Сп-\у ..., С2. Если такое ненулевое решение существует,
то, определив kk, \ik (k = /i, n — 1, ..., 1) по формулам (218) — (221)
и подставив полученные значения в (205) или (206), получим
представление р-аналитических функций через аналитические функции
и их производные до /i-го порядка.

Например, при п = 2 получаем Я2 = С2, й2 = РС2, и условие
(222) принимает вид

Н= d4n:P-PP = 0
dzdz

&з
— PL3>При п = 3 Х3 = С3, Q3

k2 = C2-Q3 + lPQ3dz, Qi=PX2 + ^

(223)

dQ,

или

= PC2-PQ3 + Р ) P&sdz -^-+PQ3

Й2 = РС2 + PC3R - -^ , R = J PPdz.

Условие (222) принимает вид

d

dz

dPC*
+

dPC3R d*CoP
dz

PC2 + PC3R

dz dz2

dC3P
dz

С помощью простого подсчета находим

2 ( 1 dPC2
dz \Р dz

-С,
dzdz

(224)

(225)
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d (±_ dPC3R \
__ r J_ (j_ dPR \ dC9 pp

IT I P dz )-U» dz\P dz )-*- dz
^ f>

d ( 1 d*C3P \
_ r

d ( \ 2чА
, dC3 9

h In P

£ \ Я ^ ] z
dz \P <& ) dz dzdz

и из (225) получаем

C2# + C3G-2-^# = 0, (226)

где

dzdz dz

■ d
PR

W

P dz У
*ч

dz

Из (226) находим

_p[PR_l^.y (227)

Г —
— С — -4- 2

dCs
'3 H

^ *

dz
'

Таким образом, при n = 3 условие (222) принимает вид

//-^L_ G-^-=0, (228)
dz dz

т. e. -u-
— аналитическая функция от г.

В аналогичной форме, т. е. в виде дифференциального уравнения
относительно характеристики р = р (х, у), можно записать условие

(222) при других конкретных значениях п. В частности, если

предположить, что р зависит только от х или только у, то условие (222)
при п = 2, т. е. условие (223), примет соответственно вид

»-г^'"(^)-тг(^)'-». W)

н =
4 dy*

Решения уравнения (223') имеют вид р = (хк + v)2, р =

= fx2cth2 (хк + v), р = \х2 ctg2 (хк + v), где к, v, jla
—

произвольные вещественные постоянные, Я > 0; решения уравнения (223") —

р = (ук + v)2, р = n2cth2 (*Д +v), p = \i2 ctg2 (*А + v), где к,
v, {г имеют тот же смысл, что и в предыдущем случае.

В случае р
= р (х) получаем представление (205) в следующем

виде: при р = (хк + v)2

и =

75TPV и*» v = - w* + (^ + v>^ (229>

при р = |х2 cth2 (хк + v)

" = -^+-^th(^ + v)(/w
(22д/)

v = — Я^(УЛ + ^ cth (лЛ + v) Uxx,
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при р = (Л2 ctg2 (хХ + V)

и = -^Vy +-f tg(^ + v)£/,!,, о = Л-|х£/х + [xdg(xX + v)Uxx.
(229")

Например, в случае (229), полагая Ux = In |г— г0|, получаем
р-аналитическую функцию / (г) = и + iv с полюсом первого
порядка в точке г = г0. В самом деле,

Ф(г) = ри + iv = **<*>© (г) = 1&*±А — Л1п|г —г0|Z 20

и, следовательно,

^>(г)=—*—, eM = kx + v-X(z-z0)ln\z-z0\.

Полагая в соответствии с (170')

Ф(г) = ри + iv = Al + iBl
+ R*(z) =

2 — Z0

записываем

Л, + iB1 = t (fcx0 + v), Выч / (2) = i (Xx0 + v),

/?* = й(дг-дг0)
_iUn\z_2Az z0

Установленные результаты о представлении р-аналитических

функций через аналитические функции и их производные
позволяют в случае характеристик р (г), для которых такие

представления существуют, сводить различного рода краевые задачи р-анали-

тических функций к соответствующим краевым задачам
аналитических функций. Эти же результаты можно использовать для

приближенного решения краевых задач р-аналитических функций,
т. е. краевых задач для системы уравнений (54), если данную

характеристику р = р (z) достаточно точно в рассматриваемой
области аппроксимировать при помощи такой характеристики, для

которой «дифференциальное представление», т. е. представление
вида (205), существует при некотором, может быть, достаточно

большом п.

Под р-гармонической функцией и = и {х, у) с характеристикой
р = р (ху у)> как всегда, понимается дважды непрерывно

дифференцируемое решение уравнения

t(u)=4r о™*>+4jt {риу]=°- (230)

При этом предполагается, что р (х, у) имеет непрерывные частные

производные по х и у и р (ху у) > 0. Задача о. представлении р -

гармонических функций через гармонические функции и их

производные близка к вопросу о представлении р-аналитических функций
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через аналитические функции и их произзодные. Следуя работе
[91 ], рассмотрим эту задачу, т. е. вопрос о представлении р-гармо-
нической функции и = и (ху у) в виде

2dkU , *
dkU /OQ14

wa»*r+e*lF=I*' (231)

где U = U (х> у) — гармоническая функция от х, у; ak, 8k, (k =
= 1,2, ..., п) —функции от х, у.

Легко проверяется тождество

1
L(u) = Au* + Pu*t Д = ^ + т£г> (232)

Vp
' дх2 дУ2

где и* = V^pu, Р = у=Я-. Очевидно, что

VР

dkU , dkU

где

"* = 2Л^ +^-^- (233)

Xk = ak = j/ра*, цл = 6* = Крб*.
Отметим еще тождество

Д (vu) = аДы + u&v + 2 (ихих + uyvy). (234)
Учитывая (232) и (234), получаем

1
L(u) = ^-(M1 + Pll) + ^-(Alil + Pljil)+ ,

ур
v '

d*
v J v ^ ду

9
дв+1£/ / дкп

__

дрп\ 9
dn+lU (_д\^ _д^\

"*"Z
^"+J V ^ ^ /

"*"
дхпду \ ду ^ дх )^

(&Н + 2 -f- + 2 -f*- + /V.+.)} • (235)
дхкду

Приравнивая нулю коэффициенты при производных от функции U\
приходим к системе уравнений

дК
__

d\in
__ п дКп _d|i^_ _ п

дх ду
~и>

ду
"Г"

дх
'

*(-$—£■)--***.-««..

/г = п — 1, я — 2, .
.., 1,

АХХ + Р^ = 0, Др4 + Р^ = 0.
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Введя функции &к =* Xk + i\xk (k = пу п — 1, ..., 1), заключаем,

что эту систему уравнений можно записать в виде

dm
=0, (236)

dz

J^ = _J^_Qco,+1, Й-/1-1, я-2. ..., 1, (237)
dz dzdz

%%■ + Q<»i = 0, (238)
dzdz

где Q == —P. Обозначая через Cnf Cn-\, ..., Cx произвольные

аналитические функции от г и

Q*=^- + Qfi>*, (239)
dzdz

из (236) и (237) получаем
/ч

©Л = СЯ1 юл = Сл—jQ/k+idi, й = д—1, л —2, ..., 1, (240)

Q, = 0, (241)

Qn = QCn, Qk = QCk - ^tL - Q J Qk+[dz, (24Г)

& = n— 1, я — 2, ..., 1.

Равенство (241) представляет собой необходимое условие,
которому должна удовлетворять характеристика р, для того чтобы

было справедливо представление (231), или, что то же самое, (233).
Это равенство — вполне определенное уравнение относительно

С„, Сп-\у ..., Сг. Если это уравнение имеет ненулевое решение
относительно Сп, Сп-и ..., Съ то представление (231), или, что то

же самое, (233), существует и его коэффициенты соп, <оя_1, ..., щ

определяются равенствами (240).
Рассмотрим условие (241) при конкретных значениях п.

1. Если п = 1, то щ
= Съ условие (241) принимает вид

A Vp = 0 (242)

и представления (233) и (231) соответственно можно записать в виде

a*=Ai-^- + ^i-Sr' X1 = ReClf v^=\mCvдх ' ri ду

Ki dU_ \jx dU

Yp dx Yp дУ

2. Если n = 2, то o)2
= G2, Q2 = Q^2- Условие (241) принимает

вид

dlnQ Cx din C2 \nr
~dz~^ ~Cl dz J 4aZ'

C2
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Отсюда видим, что, для того чтобы при п = 2 было справедливо
представление (231), или (233), необходимо и достаточно, чтобы

характеристика р удовлетворяла условию
dMnQ

или

Yin

dzdz

aVp

+ Q = 0

= 0.

(243)

(243')
Vp j Vp

В частности, если p
— функция только от х, Yp = Я (*)> то условие

(243') принимает вид

(243")dx2 q
-£-о.

Общее решение уравнения (243") запишется в виде

YcthJi(* + p) + n[*cthM* + p) y
Я"

YtgM* + P) + |*[*tg2:Я(дг + р)+-^-],
где Я., р, у> М-

— произвольные вещественные постоянные.

3. Если п = 3, то ©з
= С3, Q8 = QC8,

йх = QCj — Q
d2C3
dz2

-QJQ[c,-f _C8^QdiJ<fe + QC3j-g-
dQ

dz.

Условие (241) после деления на QC3 и взятия о-производной по z

принимает вид

Q 2 dlnCa Ct \ , 0 dQ , п
d In Q ,

d2 In Q

dz

Отсюда

1 d2Q

Q dz2

dQ

+ 2-^- + Q-dz dz

dz ^Wt^M*
dzdz

InQ+Q

= -2 dlnC3
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Взяв о-производную по г от обеих частей этого равенства, получаем

-4-
* ^ 3 *\<? tf/ L_ = o, (244)

-^-InQ + Q

что и является необходимым и достаточным условием, которому
должна удовлетворять характеристика р, для того чтобы при п = 3
было справедливо представление (231), или (233).

Аналогичный вид условия (241) можно получить при других
конкретных значениях п.



ГЛАВА 2

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
СПЕЦИАЛЬНЫХ КЛАССОВ р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ,

ФОРМУЛЫ ИХ ОБРАЩЕНИЯ
И РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

§ 1. ПРОСТЕЙШИЕ СВЕДЕНИЯ О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Напомним некоторые общеизвестные простейшие сведения об

интеграле типа Коши и о краевых задачах аналитических функций.
Пусть / — гладкая разомкнутая дуга в плоскости г = х + iy,

имеющая в качестве левого и правого своих концов точки с+ и с~

(рис. 7). Пусть ф (0 .(/ — точка дуги /) — функция, правильно
непрерывная с показателем jli (0 < \i <; 1) на открытой (не содержащей
своих концов) дуге (с*у с"), т. е. удовлетворяющая условию Н (jx)
(условию Гельдера с показателем ц,, 0 < (и <; 1). При выполнении

последнего условия, в силу теоремы И. И. Привалова, предельные
значения интеграла типа Коши

I

где интегрирование по / ведется от точки с+ до точки с~> при
подходе к каждой точке t0 открытой дуги (с+, с~) слева и справа

существуют и как функции от t0 на (с+, с") удовлетворяют условию
Н (fi), если |i< 1, и условию // (1 — е) (0 < е < 1), если [х

= 1.
Если предельные значения Ф (г) в точке t0 слева и справа
обозначить соответственно через Ф+ (t0) и Ф~~ (д, то выполняются формулы
Ю. В. Сохоцкого

Ф+ W =4 Ч> Со) + ф (<оЬ Ф" Со) = - -f Ф (Q + Ф (to) (2)
или

ф+ (д - Ф" (д = Ф <д, ф+ (д + Ф" (д = ф (д. (3)

где

ф(/п)==_1.Г<Р<^^^ 2га J /-/0
'

причем интеграл понимается в смысле главного значения.
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Будем говорить, что функция ср (f) удовлетворяет в точке с*

условию #v~, если на некоторой закрытой дуге (содержащей свои

концы), имеющей точку с+ своим левым концом, она представима
в виде

Ф (О = Ф* (О С-*+)-*,

где ф* (0 —функция, удовлетворяющая условию Н (т.е. условию
Гельдера с некоторым показателем \л) на указанной закрытой дуге,

у = а + t'P (0 < а < 1). Аналогично в точке сГ

функция ф(/) удовлетворяет условию #7» если

на некоторой закрытой дуге, имеющей своим

правым концом точку с~, она представима в

виде

<P(0 = 'P*(0(*-*-)-v>
где ф* (t)—функция, удовлетворяющая условию
Н на указанной закрытой дуге, у

— то же самое,

Рис. 7. что и в предыдущем случае. Н. И.'Мусхелишвили
показал, что если ф (t) в точках с+ и с~

удовлетворяет условиям Ну и #7, то поведение интеграла типа Коши
Ф (z) и его главного значения Ф (/0) при подходе к этим точкам

определяется соответственно равенствами

Ф (z) = ± Ф* (с*) -^ In —*-^ + t|> (z), у = 0, (4)

Ф (g = ± Ф* (с±) -JL In —[— + Г (у, у = 0, (5)
'о с

Ф(«)-±^*)-^Г- (2_'c±)V + �<»). Y*0, (6)

ф(д = ±Ф*(^)-^- „

'

+ч>*(д, y^=o, (7)
^ (f0 — Cx )Y

где t|? (г) — ограниченная функция, имеющая предельное значение

при подходе к точкам с+ и с" в равенстве (4) и удовлетворяющая

условию |"ф (г) | = 0(| z — с* \"а°) (а0 < а) в равенстве (6). Далее,
t|>* (/0)в точках с+ и с~ удовлетворяет условию Я* в равенстве (5)
и условию Яа„ (а0 < а) в равенстве (7), (г — с±)у —: однозначная

функция в разрезанной вдоль / плоскости, принимающая на левой

стороне разреза значение (/ — c*)v.
Теорема И. И. Привалова, формулы Ю. В. Сохоцкого (2)

и Н. И. Мусхелишвили (4) — (7) составляют основную

теоретическую предпосылку исследований краевых задач аналитических

функций. Из задач такого рода для нас прежде всего будет представлять
интерес основная краевая задача аналитических функций (Римана —

Гильберта) и особенно те ее случаи, когда она может быть решена
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в замкнутом виде. Поэтому приведем, в соответствии с монографией
Н. И. Мусхелишвили [84], основные результаты, относящиеся к

задаче Гильберта (линейного сопряжения функций) и к задаче Ри-
мана — Гильберта.

Задача линейного сопряжения функций
(задача Гильберта)

Пусть S"*"— область в плоскости г, содержащая точку г =* О,
ограниченная гладкими замкнутыми контурами L0, Llf ..., Lft,
причем контур L0 охватывает все контуры Llf L2, ..., Ln. Пусть L —

совокупность контуров L0, Ll9 ..., Ln, положительный обход L тот,

который оставляет точки области S+ слева. Пусть S~" —

дополнение к области 5+- Задача линейного сопряжения функций ставится

следующим образом. Требуется найти кусочно-голоморфную
функцию Ф (г), т. е. функцию, голоморфную в S+ и в S~~, непрерывно
продолжимую на L слева и справа, за исключением, может

быть, отдельных точек, при подходе к которым порядок роста

функции меньше единицы, имеющую заданный порядок роста р (р —

целое число) на бесконечности, по контурному условию

Ф+ (0 = G (t) Ф" (/) + g (/), t a L. (8)

где G (t) и g (f) — заданные на L кусочно-непрерывные функции,
удовлетворяющие на каждой открытой дуге, заключенной ме^сду
точками разрыва clt с2, ..., сп условию Я; кроме того, в каждой

из этих точек G (О и g (f) удовлетворяют условиям Н* и G (f). нигде
не обращается в нуль.

Решением класса h (съ с2* ..., cq) задачи (8) называется такое

решение, которое остается ограниченным или почти ограниченным
(т. е. допускающим логарифмический рост) при подходе к точкам

Cit °2> •••> cq (q<r).
Пусть

2nak = [arg G (ОЦ = arg G (c+) - arg G (cr) (9)

есть скачок аргумента функции G (f) в точке разрыва ck. Не нарушая
контурных условий (8), можем считать

— 1<а*<0. *== 1, 2, ..., q, |
0<ал<1, k = q+lt ..., г. \ ( ]

Индексом х класса h (clt с2, ..., cq) назовем целое число

п

х = -±-[argG(% = 4г 2 [argG(0km, (И)

где приращения arg G (f) на L и на L0, Ll9 ..., Ln подсчитываются

в соответствии с условиями (10). Чтобы найти решение класса
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h (с1Ус2, ..., cq) однородной задачи (8), т. е. при g (t) = 0, положим

П (г) = (г - аг)к (г - а2)к ... (г - ап)\
где а1э а2, ..., а„

— точки, лежащие внутри контуров соответственно

^1» ^2» •••> ^Tl>

a* = -^rlargG(0]v fe = l, 2 п.

Однородная задача (8) запишется в виде

[П (0 Ф (*)]+ = ГНП (0 G (0 ихФ (0Г. (12)
Полагая

¥(г)-(2*Ф(г)( гс 5- (13)

Оо(0 = ^хП(0О(0, (И)

условие (12) можем записать в виде *Р+ (0 = G0 (f) Y- (0 или

In ¥+ (0 — In ЧГ (0 = In G0 (0, (15)

где In G0 (t) — функция, однозначная на каждом из контуров L0,
Lv .... Ln. Поэтому условию (15), в силу формул Ю. В. Сохоцкого,
удовлетворяет функция

L

или

4W-f«. rw-^fi^a*. (1в,

Следовательно, в качестве частного решения однородной задачи (8)
класса h (cv с2, ..., cq) можем взять функцию X (г), определенную
равенствами

Эта функция называется каноническим решением, или канонической

функцией, класса h (clf с2, ..., сд). Совершенно ясно, что на

бесконечности она имеет порядок роста, равный —х и, по теореме
И. И. Привалова, непрерывно продолжима на L слева и справа,
если речь не идет о точках разрыва съ с2, ... сд, ..., сг. Из формулы
(4) следует, что при подходе к этим точкам разрыва функция X (г)

представима в виде

X (г) =
*

ft № (18)

где

G(4)
1Г II -

2л1Ф^-^Г1"
G(cT)
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X (z) — функция, непрерывно продолжимая слева и справа на

некоторую дугу, содержащую точку ck. В частности, из (18) видим,
что при подходе к точкам разрыва съ са, •••> сщ, определяющим класс,
X (г) стремится к нулю (при ak Ф 0) или остается ограниченной
и отличной от нуля (если ак = 0), при подходе же к точкам cq+u —

..., сг она имеет порядок роста меньше единицы. f

Найдем теперь общее решение класса h (clt с2, ..., cq) однородной
задачи (8) при заданном порядке роста р на бесконечности. Из

равенств

ф+ (/) = G (t) Ф~ (0, Х+ (t) = G (t) Х- (0
получаем

Ф+ (/) Ф~(/)

х+(о
~~

x-(t)
'

Следовательно, функция **j голоморфна во всей плоскости г,

и искомое решение имеет вид

Ф(г) = Х(г)Яр+к(г), р + х>0, (19)

где Рр+* (z) — произвольный полином степени р + х при р + х >
;> 0, если же р + х < 0, то ненулевого решения не существует.

Теперь без трудз можно получить общее решение класса
h (сг, с2, ..., cq) неоднородной задачи (8) при заданном порядке
роста р на бесконечности. В самом деле, контурные условия (8)
можно записать в виде

ф+ю ф-(о
=

g(t) (20)
,X+(t) X~(t) X+(t)

Из формулы (5) следует, что правая часть равенства (20) в каждой

из точек разрыва clt с2, ..., cq удовлетворяет условиям /fv+, а в

точках 4,+ь ..., сг удовлетворяет или этим же условиям, или условию
Н на некоторых дугах, содержащих эти точки. Следовательно,
в соответствии с формулами Ю. В. Сохоцкого

X(z)
~

2я/ J х+ (/)(/_ г)
^г<**™

L

и общее решение класса h (съ с2, ..., cq) неоднородной задачи (8)
имеет вид

Ф<г>-4Н х+'м-* +Х{г)Р>+"Ы Р + *>0' (21)
L

где X (г) — каноническая функция соответствующего класса,

Яр+Х (г) — произвольный полином степени р + х, если р + х >
> £), и тождественный нуль, если р + х <С — 1. Если р + х << — 2,
то решение существует в том и только в том случае, когда
выполнены условия

А^=0, А = 0. 1, .... -(р + х + 2). (22)I
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Отметим, что, когда L состоит из одного контура L0, каноническая

функция X (г) класса h (съ с2, ..., cq) записывается несколько

проще, чем в общем случае,

К(г)[е^\ «=S+
{1Т)

(z-*<?r<z\ 2czS-,
где ;

= ^г|1п[Г^(/)](74Г7-^)Л. (16')

К этому случаю задачи (8) для одного контура L0 приводится
задача линейного сопряжения функции относительно разомкнутых
контуров. Для этого достаточно лишь разомкнутые контуры
соединить друг с другом так, чтобы получился один замкнутый контур,
и затем на линиях, при помощи которых производились соединения,
положить G (t) = 1, g (t) = 0. Задача линейного сопряжения
функций рассматривалась Гильбертом еще в 1905 г., а также в его книге

«Основы общей теории линейных интегральных уравнений» [61].
Общее решение этой задачи было4 получено несколько позднее
Ф. Д. Гаховым [85].

Основная краевая задача

аналитических функций
(задача Римана — Гильберта)

Пусть L — простой замкнутый контур в плоскости г,

ограничивающий некоторую область S+. Основная граничная задача

теории аналитических функций, или так называемая задача Римана —

Гильберта, ставится следующим образом. Требуется найти функцию
Ф (г), голоморфную в S+ и непрерывно продолжимую изнутри
(слева) на L, за исключением отдельных точек L, при подходе к

которым она имеет порядок роста меньше единицы, по контурному

условию

Re [Ф+ (t) erl<* «>] = с (/), t cz I, (23)

где с (t) и е~ш (t) — заданные на L кусочно-непрерывные
вещественные функции, удовлетворяющие на каждой открытой дуге,
заключенной между точками разрыва clt c2t ..., сп условию Я и в каждой
из этих точек условиям //*. •

Решением класса h (сг> с2, ..., cq) задачи (23) будем называть,

следуя Н. И. Мусхелишвили, такое решение, которое ограничено
или почти ограничено (т. е. допускает логарифмический рост) при
подходе к точкам разрыва clt с2, ... cq (q < г).
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Рассмотрим вначале случай, когда контур L совпадает с

единичной окружностью. Записав контурное условие (23) в виде

ф+(0Г^ + ф+(*)*** = 2с

и считая, что искомое решение класса h (clt %> ..., cq) доопределено
до симметрично сопряженной функции Ф (z) (т. е. принимающей
сопряженные значения в точках, симметричных относительно

единичной окружности), для определения этой функции имеем задачу

линейного сопряжения функций при р = О

ф+ (/) = ешщОГ (t) + 2cei(»t со* = 2со. (24)

Очевидно и обратное: всякое симметрично сопряженное решение
класса h (clt с2, ..., cq) задачи (24), ограниченное на бесконечности

(р = 0), будет решением того же класса задачи (23), если его

рассматривать в единичном круге. Совокупность всех симметрично
сопряженных решений класса h(cv c2,...ycq) задачи (24),
ограниченных на бесконечности, можно выразить равенством

Q(z) = -±-\<X>(z) + 0>Jz)l (25)

где Ф (z) — любое решение соответствующего класса задачи (24),
ограниченное на бесконечности, а «звездочка» означает

продолжение соответствующей функции по закону симметричной
сопряженности. В самом деле, взяв от обеих частей равенства

е~шф+ (/) + ешф- (0 = 2с (24')

сопряженные величины, получим

е1(*ф- (t) + е-шФ^ (t) = 2с. (24")

Складывая это равенство с предыдущим, находим

e-i<DQ+ (t) + ЛП (0 = 2с,

т. е. Q (z) — решение класса h (с1У с2, ..., cq) задачи (23).
Пусть и — индекс задачи (24), определяющийся равенством

х =
-^ [со*к при условии, что скачки ak функции — со* в

точках Сц с2у ..., сг удовлетворяют неравенствам (10). В соответствии

с (16')

L

или

г W =

тяг J1п "~^-'я' hh-- 4) * =

-

"ST J "°* - <Ю + "И 4±4 4" • <26>
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Далее,

г.<*>-г(т)-тИ,ш*-(,,',+")|тй-т-'
L

следовательно, Г# (г) = Г (г). В соответствии с равенством
( Г<2) ,_С+

Х(г) = Г ;
С° '

(17')

получаем

Х#(г) = г><Х(г). (27)
Общее решение класса h (clt с2, ..., cq) однородной задачи (24),
имеющее на бесконечности порядок роста р

= 0, имеет вид

Ф (2) = X (z) [C0z* + (V*-1 + • -. + Сх].

Для того чтобы это решение было решением класса h (clf c2t ..., cq)
однородной задачи (23), в соответствии с (27), необходимо и

достаточно, чтобы

Z'н[с0~г + с1-^=г+ ... + См] = C0z« + C,z"-* + ... +СК.

Таким образом, общее решение класса h (clt съ ..., cq) однородной
задачи (23) записывается в виде

Ф (г) = X (г) (Со** + Cxz"-i + • • • + Ск), (28)

где X (г) — каноническая функция класса h (съ с2, ..., cq),
определенная равенствами (\Т) и (26); С0, Съ ..., Сх — произвольные

постоянные, удовлетворяющие условиям Ст = Ск_т (0 < m <!

<-тт). При х < — 1 однородная задача (23) ненулевых решений

не имеет.

Найдем теперь общее решение класса h (съ с2, ..., cq)
неоднородной задачи (23).

1. Случай х= — 1. Решение соответствующего класса задачи

(24), ограниченное на бесконечности, имеет вид

Ф(г) = Ш[ +*
.v

ш ) x+(t)(t—z)

Но, в силу единственности этого решения, а также в силу того

что на основании (24"), наряду с Ф (г), решением задачи (24)
является также Ф* (г), Ф* (г) = Ф (г). Следовательно, при х = — 1

решение класса к (с19 с2у ..., cq) неоднородной задачи (23) существует,
единственно и записывается в виде равенства

Ф(,)--*£.[ .«"Ц
, (29)

где X (z) — каноническая функция класса h (с1у с2у ..., cq),
определенная равенствами (17') и (26).

170



2. Случай х > 0. Частное решение класса h (си с2, ..., cq)
неоднородной задачи (23) имеет вид

Й(2) = 4-[Ф(г) + Ф*(*)1,

где Ф (г) — функция, определенная равенством (29). Имеем

ф,(2) = ф(4-) =

=
г*Х (г) ( Г сг-'т^ , Г се-<а><К )

=

™ ( J X+(t)(t-z) J X+(t)t )

ы { l X~(t)(t-z) "N X~(t)t ]

Следовательно,
cel,s,dt

X+(t)(t-z)ьи=Щ1 ~л,г .
+

^ J Х+(/)(/-г) J X+(t)t J*
Таким образом, общее решение класса Л (clt с2, ..., с„) неоднородной
задачи (23) при н > 0 имеет вид

2ш у х+(/)(/-г)
^ J *+(0(*-г) J

+ X (г) (С0г« + С^-' + • • - + Cx_iz + Ск), (30)

где X (г) — каноническая функция класса h (с1У сг, ..., ся),
определенная равенствами (17') и (26), С0, Clf ..., С*— постоянные,

удовлетворяющие УСЛОВИЯМ Ст = Cx-m (О <С Ш <! "«И.
3. Случай х < — 2. В соответствии с (22) для существования

решения класса h (с1у с2, ...', cq) неоднородной задачи (23) необходимо,
чтобы выполнялись условия

j-^- = 0, k = 0, 1 -(х + 2). (31)

Если эти условия выполнены, то искомое решение существует и

записывается в виде равенства (29).
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Следовательно, решение основной краевой задачи теории
аналитических функций (23) для единичного круга определяется

равенством (29), если в соответствующем классе х =
у- [со* ]L = — 1,

и равенством (30), если х > 0. При х<—2 решение существует
только в том случае, когда выполняются — (х + 2) + 1 условий
(31), и это решение записывается в виде равенства (29).

Таким образом, полностью решается основная краевая задача

теории аналитических функций (23) для единичного круга. Для

случая любой односвязной области S+ решение этой задачи, как

легко видеть, сводится к решению ее для единичного круга при
помощи конформных отображений.

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи решения
основной краевой задачи.

1. Случай, когда e~i<Dit) — кусочно-постоянная функция.
Решение для единичного круга.

Пусть аъ а2, ..., ап
— точки разрыва функции ег*°М9 ak —

скачок функции -^- со* (/) при переходе точки аЛ,

где сой
— постоянное значение со* (f) на дуге (a*, а*+0- Пусть

clt с2, ...» ся
— те из точек аъ а2, ..., аЛ, которые определяют данный

класс решений h (cl9 с2, ..., cq). Это значит, что в этих точках

величины ak удовлетворяют условиям — 1 <аЛ < 0, а во всех

остальных точках ak
— условиям 0 < ak < 1. Индекс х класса h (съ с2,...

..., ся) имеет вид

х = а1 + а2+ ••• +аЛ.
•

Каноническую функцию X (г) класса h (с1у с2, ..., ся), в соответствии

с (26) и (17'), при |z| < 1 можем записать в виде

с а' (0* 1

Х(г) = *Г<*\ ГСг)^.—^-J-^+J "^""7 dt + \nB,

а' а'

(32)
где а' — точка, лежащая на открытой дуге (ап, аг), интегрирование
от а' до а' ведется вдоль единичной окружности, В —достоянная,

а'

Полагая

п'
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получаемг
1 In/

2jw / — г

а'

1 f \ntdt
* (2) = "2ST J «-г)»

=

+ -L. f * !_~

2л« J (t — z)t г —а'

а"

+

аГ

г|э(г) = \n(z — a').
Учитывая это, из (32) находим

Г (г) = — х In (z — а') + In В +

Г / 7 — /7 \
2Я 2

/ 7 — /7 \
2jt 2

^

+"«{(-ьг-) (-ьг-

X

% 1
п~~1

^я 1
п

и, следовательно, каноническая функция X (г) класса Л (cl9 с2, ...

..., fy) определяется равенством

X(г) = В(z-ахГ^(z-aJT* ... (z-а,)-**, (34)
где В = V (— 1)*а«ю«» ... а£я.

Решение класса Л (сх, са, ..., fy) при х = — 1 существует,
единственно и определяется равенством

1 2: П('-в*) *(<-!)

(35)

Прйх > 0 решение класса h (съ с2, ..., cQ) существует и

определяется равенством
п

J&A

ф»-П(.-*г-4-Ь—=i +
1 L U(t-ak) Ht-z)

l

L П («-в») k '

1

+ П (z - ak)-«* |/"(- l)x П c%k (C0z* + C^ + • •. + Cx), (36)

1 Постоянная слагаемая здесь кратна 2nt, в чем легко убедиться, положив

г = 0; ее можно считать включенной в знак логарифма.
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где С0, Cl9 ..., Сн — произвольные постоянные, удовлетворяющие

условиям Ст = C*_m ( 0 < т < -£-].
При и <: —2 решение класса h (съ с2, ..., cq) существует только

в случае, когда выполняются условия

ficef*dt
■ = 0, Л —0, 1 -(к+ 2). (37)
П (/-я*)*

1

При выполнении эти^ условий решение записывается в виде

равенства (35).
2. Случай, когда е-'<ио — кусочно-постоянная функция.

Решение задачи для верхней полуплоскости.
В этом случае контурные условия (23) имеют вид

Re [Ф+ (t) е'ш {t)] = с (0, - оо < t < оо, (23')
где e"l<A{i) — кусочно-постоянная функция, а с (t) — функция,
удовлетворяющая во всяком конечном интервале тем же условиям,
что и в (23). Так как общее решение задачи в исчерпывающей форме
дано для круга, то в данном случае ограничимся указанием
эффективных формул для наиболее важных и употребительных частных

случаев. Пусть аи а2, ..., ап
— точки разрыва функций е~Ш(1) и

с (t) (лежащие в конечной части плоскости), clf с2, ..., ся— те из

них, в которых для скачка ak (—1<а*< 1) функции — со (t)
выполняются неравенства —1 < ак < 0. Введем число X и функцию
Y (г), соответствующие классу h (cl9 c2f ..., сщ),

А, = а, + ааН- ••• +ап,

К(г) = П(а,-г)~Ч Л=1, 2, , ..., /г.

Через Х0 обозначим целую часть числа Я, т. е. ближайшее к X целое
положительное или отрицательное число (или нуль) такое, что Х0 < X.

Найдем решения задачи (23), принадлежащие классу h (clt с2,...
..., cq), т. е. ограниченные или почти ограниченные при подходе
к точкам сг, с2, ..., cq и к бесконечности и непрерывные или

имеющие порядок роста меньше единицы в остальных точках разрыва
и точках непрерывности функций e~~i(u(t) и с (/).

А. Пусть X = 0, а с (t) при подходе к ± оо удовлетворяет условию

|с(0-Л|<Л*|/Га, (38)

где Л, М, а (а > 0) -г- постоянные 2. Тогда, записав контурные

условия (23') в виде

Re{RM-Лг- —<'<- ■<*>

2 Это условие иногда называют условием Н (а) (условием Гельдера с

показателем а) в бесконечно удаленной точке [84].
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где ©0
— вещественная постоянная, получаем

Y(z)
^ "

ш J |K+W, .*-* ^lu°'

Здесь С0 — произвольная вещественная постоянная. Таким

образом, при высказанных предположениях (К = 0, с (/) на

бесконечности удовлетворяет условию (38)) общее решение класса h (cl9 с2,..щ
..., cq) имеет вид

w * '
raj п(а*-*Га* /_г

—оо

+ iC/^'U (ак — г)~а*. (40)

В частности, если © (f) = 0, то

Полученное равенство является формулой Шварца для верхней
полуплоскости.

Б. Пусть X >> 0, а с (t) при подходе к ± оо удовлетворяет
условию

\c(t)\<M\t\-^at (41)
где М и a (a > 0) — постоянные. Записав контурные условия
(23') в виде (39), получаем

*&. *-*.- Д. f _£« *
+ i (С0 + cl2 + • • • + <V4К (г) ш J |K+(f)| * ~~г

—оо

где Съ С2, ..., Схп — вещественные постоянные. Общее решение
класса h (clt с2, •••> ся) запишется в виде

Ф(г) = П(аЛ-2Г«*Д- Г с('>е*°("а / +
—ОО

л—а,

+ ^«.П (а, - г)~а* (С0 + С4г + ... + CKz^). (42)

В. Пусть X < 0 и с (0 = 0 при 11\ > N = const > 0. Тогда
для существования решения класса h (clt с2, ..., cq) необходимо,
чтобы выполнялись условия
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При выполнении этих условий искомое решение класса h (съ <?2»—
..., cq) записывается в виде

Ф(г)=П(аЛ-гГа*4- f ^"1 tt - («О

Г. Пусть U — совокупность отрезков вещественной оси [аъ Ьг\9
1^2» b2h •••> ffl/i> М (ал < bk), L" — остальная часть вещественной
оси. Требуется найти функцию Ф (г), голоморфную в верхней
полуплоскости, ограниченную на бесконечности и в точках ак% а в

точках Ък имеющую порядок роста меньше единицы, по контурному
условию

ReO(0 = c(t), tcnL\ 1тФ(0 = c(t), tczL\

где с (0 на отрезках между точками ак и Ьк удовлетворяет условию Я,
а при подходе к бесконечности — условию (38). Записав это

контурное условие в виде

RelO'+'We-'oMl^cit), — оо</<оо,

приходим к задаче об отыскании решения класса h (alf (Ц, ..., ап).
Очевидно, можем положить со (/) = -у при t < аъ а скачки со (t)

в точках ak и Ьк равными соответственно х* и -тр т. е. со = -^-
на U и со = 0 на U'. При этом число А,, соответствующее классу
h (flu Аг> •••! ая)» равно нулю, а

У(г) = П(ак-г)2 (bk-z)
2

.

Решение класса h (alt я2, ..., an)t в силу того что при t<Cax функция

Y (f) вещественна, а со = •—, в соответствии с (40) запишется в

виде

1 —оо 1

+ Cofl/lEf ,
,

(44)
1

/ где С0 — произвольная вещественная постоянная. Если требование
ограниченности решений при подходе к точкам ак заменить условием,
что порядок роста при подходе к этим точкам меньше единицы, то

общее решение задачи (ограниченное на бесконечности), очевидно,
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запишется в виде

1 —оо I

• C0 + Ctz+ •-. +Спгп
^^

П V(ak-z)(bk-z)
i

где С0, Clf ..., Сп — вещественные постоянные, cd (t) = -у
на L*

и (о (0 = 0 на L'.

Формулы (44) и (44') встречаются под названием формул
Келдыша—Седова [84, 931 (см. также [94, стр. 253—2731).

§ 2. О НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ
р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ХАРАКТЕРИСТИКОЙ р=»**

Среди всевозможных классов р-аналитических функций
значительный интерес представляют функции w = / (z) = и (х> у) 4-
+ iv (ху у), р-аналитические с характеристикой р = xk (k = const >
> 0) в той или иной области, лежащей в правой полуплоскости
г =в х + iy. Такие функции мы иногда будем называть для краткости
^-аналитическими, указывая тем самым, что они представляют
собой р-аналитические функции, характеристика которых р =* xk.

В соответствии с нашей работой [14] установим так называемое

основное интегральное представление ^-аналитических функций.
Пусть G — область в правой полуплоскости г = х + iy, G* —

область, симметричная ей относительно мнимой оси, k = const > 0.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Если G в составе своей границы содержит отрезок L

мнимой оси и f (г) = и (дг, у) + iv (х, у) — функция, аналитическая

в G и такая, что v\L = 0, то функция

f(z) = и (х, у) + iv (х, у) =

г

(45)

где_ Г — контур в области G + G* + L, ^соединяющий точку
— z = — х + iу с точкой z = х + iy (пересекая L), является xk-
аналитической в области G,a на L имеет непрерывные производные
по х и у и v\L = 0. Интегральным представлением (45)
устанавливается взаимно однозначное соответствие между хк-аналитическими
функциями и аналитическими функциями в области G, мнимые

части которых на L равны нулю.
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Для доказательства теоремы запишем условия дг*-аналитичности
в виде

du 2к div

dz (г + г)к &

и отметим равенство

i It- 'г

dF{j% г, г)
dz

где

F&,z,z) = 2 Ф/<»*/(«> **<*>.

(46)

* (47)

(47')

4>i (£) — функции от £, аналитические в области G + G* + L,

Ф/ (z) и X* (z) — функции от г, аналитические в этой же области

G + G* + L. Равенство (45) эквивалентно равенствам

5—1 >"'
и<*.0 ^T-j/^l^T1) <2-^)2 (* + & db <48>

г

U>(xty) = ±^f{i)[t--^)(z-l)2 (1 + 02 dl (49)

В этом легко убедиться, если считать контур Г симметричным от*

Л-1 4-1
носительно мнимой оси и учесть, что функция (z— Q2 (z + Q 2

в точках J и —J принимает
сопряженные значения.

1. Пусть k равно целому
четному числу. Вычисляя в этом

случае операторные производные по г

от правых частей равенств (48), (49)
по формуле (47) и подставляя

результаты в (46), получаем
тождество.

2. Пусть k равно целому
нечетному числу. Обозначим через С

замкнутый контур, обходящий точки г и —г в положительном

направлении (рис. 8) и не выходящий из области аналитичности

функции / (г). Тогда .можем написать

Рис. 8.

4--I- 4--I

^...|ш№Г|'-»т^+о
(48')
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iv (x, у) =

i-1
С)2 dt

'
''

_ A

(49').
Вычисляя операторные производные по г от последних интегралов

дифференцированием их под знаком интегралов (так как г и —г

не лежат на С), убеждаемся,
что равенство (47) выполня- ^
ется. /у

3. Пусть Л не равно цело- |
^

му числу. Обозначим через С \
контур, не выходящий из

области аналитичности

функции / (г) и описывающий

точки г и —г сначала в

положительном направлении, а затем

в той же последовательности

в отрицательном направлении

(рис. 9). Тогда, учитывая, что точки г и — г являются точками ветвле-

-t-i - ±-1
ниядля функции от£, равной (г— Q2 (г + Q2 , можем написать

Рис. 9.

и(х,у)

|[_Jfr-)i'--ty«>teLr«'-p'"'g+
■S.-I

(48")

it» (дг, у) =

г —г

_^--.)Г"*"1'<о(£~^<г~°'' G + 02 *

(49")
Контур С не содержит точек г и —г. Поэтому операторные
производные по г от правых частей последних равенств можно вычислить

дифференцированием их под знаком интегралов. Подставляя

результаты этих вычислений в (46), получаем тождество.

Теперь покажем, что на L функция / (г) имеет непрерывные

производные по х и у и v\l = 0. Считая, что Г — прямолинейный
контур, можем написать

* —-I

/(г) - и(х,.у) + iv(xt у) = J [и (Бт у) х*-» + i& (g, */)] (*■ - £а)2 d|.
о

(45')
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Полагая g = *Р, находим

/(г) - а(х9 у) + w (л, у) = J [а (*р, у) + а*Ро (*р, у)] (1 - Р2)2 dp.
о

Отсюда видно, что на L производные 'ду и у непрерывны

и oJL - 0.

Если равенства (45') рассматривать как интегральные уравнения
относительно и (х, у) и v (jc, #), то эти уравнения, как показано

в § 4, однозначно разрешимы. Поэтому, если бы ^-аналитической

функции / (г) соответствовали две аналитические функции /х (г)
и /2 (г) с мнимыми частями, равными нулю на L, то они должны

были бы совпадать друг с другом на прямолинейном контуре Г и,
следовательно, в силу теоремы единственности,— во всей области G.

Очевидно и обратное: в силу свойства единственности р-аналити-
ческих функций одной аналитической функции в G с мнимой частью

на L, равной нулю, не могут соответствовать две различные xk-
аналитические функции в области G. Теорема доказана.

Замечание. При ft, равном целому четному числу (ft = 2m),
как следствие интегрального преобразования (45) выполняются

равенства

/(2) = _?
1 <?>(*,{,)**-') (50)1(г>

(/л-1)1 (г+г)т-1 dzm

dfW
_ __* l_ .

dm+\U,(x,y)) „,

dz
~

(m-l)l (г + -г)т ^m+i
' \™>

получающиеся при помощи вычисления их правых частей с учетом

равенств (48), (49) и формулы (47). Например, при т — 1 из (48),
(49) получаем

d (iv (х,Ж

d(u(x, у)х)
dz

1

2

d* (iv (х,

fiz)1

Ж*

=

2

2

1

2

г

■+.

■/w.

Г

I <У(г)

j/(0-5"dt

dz2 4 4г

Теорема 2. Пусть выполнено одно из следующих условий: а)
функция f (г) = и.(х, t/) + iv (jc, у) аналитическая в области G, Г —

контур в области G, соединяющий фиксированную точку а, лямса-

U{«//0 в области G или на ее границе, с точкой z = х + iy\
б) функция f (z) = и (х, у) + iv (х, у) аналитическая в области

G*, Г — контур, соединяющий точку —г = —дг + iy с

фиксированной точкой —а, лежащей в области G* или на ее границе.
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Тогда функция

f(z) = и (х, у) + iv (х, у) = Re j* / (О (±±± )'~* (г - £)Т
"'

X

Г

x(i + C)2 ^ + Пт[/(о(с--^-)(г-02 (i + £)2 dt,

(51)
является хк-аналитической в области G, если fe ровяо целому
четному числу, и ^-аналитической в области G с выброшенной точкой
г = а, если k не равно целому четному числу 3. Дёум различным
аналитическим функциям в области G (или G*) интегральное

преобразование (51) ставит в соответствие две различные хк-ана-
литические функции в G, если область G (или G*) содержит
параллельный вещественной оси прямолинейный отрезок, выходящий из

точки а (или — а).
В самом деле, в случае «а» равенство (51) эквивалентно двум

равенствам
к k

и (х, у) = -±- f /* (С) (-Ц± )'"* (2 - £)Т
"'

(г + С)Т
"'

dl +
г*

+ 4\ff<0(^P<2-0T~l<* + oT~,<«' (610
г

к к

iv(дг, у) = ± [ГЩ- -^)(г-Q2 (z + Q2 d£ +
Г*

+ ^\!Щ1-1^±)(г-1)2 ё + 02 rft (5Г)
Г

где Г* — контур/ симметричный с Г относительно мнимой оси,

соединяющий точку —z = —х + iy с точкой —а, /* (г) — функция,
аналитическая в области G*, определенная равенством /* (?) ==

= /(—г) при zcz G*. В остальном доказательство теоремы такое же,

как и в предыдущем случае, только при fe, не равном целому
четному числу, интегралы правых частей равенств (5Г) и (51")
по Г и по Г* выражаются через интегралы по контуру, идущему
из точки а, обходящему в положительном направлении точку г

и возвращающемуся в точку а, и соответственно через интегралы
по контуру, идущему из точки —а, обходящему в положительном

3 Предполагается, что если точка а (или —а) является граничной, то|/ (£)| =
«= О (г~а), где а = const < 1, г — расстояние точки {; от точки а (или —а).
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направлении точку —г и возвращающемуся в точку —а. При ft,
равном целому четному числу, если точка а внутри G, то она

является точкой однозначности функции / (г) и по теореме об
устранимой особой точке р-аналитических функций (гл. 1, § 9) — точкой
jc*-аналитичности.

Если Г — прямолинейный отрезок, то интегральное
преобразование (51) однозначно обратимо относительно и (х, Р) и v (х, Р)
(р = Ima), в чем убеждаемся, продифференцировав (51) по х2 и

решив уравнение Абеля с пределами интегрирования от а до х (а =
= Re а). Отсюда в силу свойства единственности ^-аналитических

функций вытекает справедливость последнего из утверждений
теоремы. В случае «б» теорема доказывается аналогично. ,

Следствие /. Если область G в составе своей границы содержит
отрезок L мнимой оси, / (г) == и (х, у) + iv (х, у) — функция,
аналитическая в области G + G* + L, Г — контур в G + G* + L,

соединяющий точки — г и г, то функция/ (г) = и (х, у) + iv (х> у),
определенная равенством (51), является ^-аналитической в

области G.
Следствие 2. Если областьб в составе своей границы имеет

бесконечно удаленную точку и а = оо, а функция / (г) удовлетворяет
дополнительному условию |/ (г) \ = О (| z\-a) (а = const > ft) при

подходе к бесконечности вдоль контура Г, то функция / (г) =

= и (х,у) + iv(x, у)у определенная равенством (51), является хк-
аналитической в области G.

Теорема 3. Пусть выполнено одно из следующих условий:
а) функция f (г) = и (х, у) + iv (х, у) аналитическая в области

G, Г — контур в области G, начальная точка а и конечная точка b

которого фиксированы, отличны друг от друга и по крайней мере
одна из них не лежит на мнимой оси;

б) функция f (г) = и (х, у) + iv (х, у) аналитическая в области

G*, Г* — контур в области G*, начальная точка —Ь и конечная

точка —а которого фиксированы, отличны друг от друга и по

крайней мере одна из них не лежит на мнимой оси.

Тогда функция f (г) = и (дг, у) + iv (х> у)> определенная
равенством (51), является хк-аналитической в правой полуплоскости
z = х + iy> если k равно целому четному числу, а при ft, не равном

целому четному числу,— хк-аналитической в правой полуплоскости
г = х- + iy с выброшенными точками а и Ь.

Для доказательства теоремы в случае «а» достаточно равенство
(51) записать в виде равенств (5Г) и (51"), вычислить операторные

производные по г от и (х> у) и iv (х, у) дифференцированием их под

знаком интегралов и воспользоваться теоремой об устранимой
особой точке р-аналитических функций, а также возможностью

варьирования контура Г при фиксированных его концевых точках. В
случае «б» теорема доказывается аналогично.
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Следствие 1. Если область G в составе своей границы содержит
бесконечно удаленную точку и Ь = оо, Re а > 0, а / (г)
удовлетворяет дополнительному условию |/(г) | = О (|г|-а) (а = const > k)

при подходе к бесконечности вдоль контура Г, то функция f (г) =

= и (дг, у) + iv (Ху у), определенная равенством (51), является хк-
аналитической в правой полуплоскости г = х + iy, если k равно
целому четному числу, а при fe, не равном целому четному
числу,— ^-аналитической в правой полуплоскости г = х + iy с

выброшенной точкой г = а.

Теорема 4. Пусть f (г) = и (х, у) + iv (х, у) — функция,
аналитическая в области G, Г — простой контур в G, начальная точ-г

ка а и конечная точка Ь которого фиксированы, отличны друг от

друга и лежат на мнимой оси, g
— область (или совокупность

областей) в конечной части правой полуплоскости г = х + iy,
ограниченная контуром Г и мнимой осью. Тогда правая часть

равенства (51) представляет собой хк-аналитическую функцию в g и хк-

аналитическую функцию в правой полуплоскости г = х + iy вне g.

Теорема 5. Пусть f (г) = и (х, у) + iv (х, у) — функция,
аналитическая в области G, Г — простой контур в области G, начальная

точка а и конечная точка Ь которого совпадают. Тогда правая
часть равенства (51) представляет собой функцию,
^-аналитическую внутри контура Г и xk-аналитическую вне контура Г в

правой полуплоскости г = х + iy, причем последняя тождественно
равна нулю, если область G односвязна.

Доказательство теорем 4 и 5 аналогично доказательству

предыдущих теорем.
Будем говорить, что функция f (Q = и (g, r\) + iv (g, т]),

определенная в точках того или иного контура как функция длины

дуги его, удовлетворяет условию Ра, если она на этом контуре
непрерывна, за исключением отдельных точек £/ (/ = 1, 2, ..., я), при
подходе к которым |/ (£)| = О (|С — £/|"а). О < а = const < 1.

Теорема 6. Пусть Г — контур в плоскости г = х + iy,
симметричный относительно мнимой оси, f (Q = и (£, r\) + iv ■■(£, r\)f
о (£) = а (£, Т|) + /Р (£, л) — функции, определенные на Г как

функции длины дуги Г и удовлетворяющие условию Ра

соответственно при 0<а<1 и а = 0, /(—£)=/"(£). <»(—£) = —МО.
С — множество точек г = со (£) при £ си Г. Тогда интеграл

f(z) = й(х, у) + to(х, у) = ±- f / (С) [(-^Г* +
г

_
k ft

+ © (0—^ ] <* - <о (С))Т
~'

(* + © Ш)Т
"'

<*£ (52)

представляет собой хк-аналитическую функцию в каждой из областей,
на которые разбивается правая полуплоскость г = х + iy
множеством точек С и мнимой осью.
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Для доказательства теоремы достаточно записать равенство (52)
в виде равенств

г

г —г
(г-со (О)2 (2+со (О)2 d£

(52")

я вычислить операторные производные по г от и (дг, у) и it; (х, у)у
продифференцировав правые части равенств (52'), (52") под знаком

интеграла.
Теорема 7. Пусть Г — контур в правой или левой

полуплоскости г = х + iy, / (£) = и (g, т]) + iv (£, г\) и со (£) = a (g, rj) +
+ *Р (£» Л) — функции, определенные на Г /са/с функции длины дуги Г
а удовлетворяющие условию Ра соответственно при 0 < а < 1 и

а = О, С — множество точек г = со (£) яры £ с Г, С* — множество

точек, симметричное С относительно мнимой оси. Тогда интеграл

f(z) = и (*, */) + /о (л:, у) = Re j* / (Q [^±L )'~* (z _ <o (0)~"' x

г

X(2 + co(£))2 rfc + ilm[/(0|©(0--^|x
г

Х(г-со(£))2 (г + со(£))2 d£ (53)

представляет собой хк~аналитическую функцию в каждой из

областей, на которые разбивается правая полуплоскость z = х + iy
множеством точек С + С* и мнимой осью.

Доказательство этой теоремы сводится к доказательству
теоремы 6, если на контуре Г*, симметричном Г относительно мнимой

оси, доопределить функции /(g) и со (£) так, чтобы /(—£) = / (£),
<■>(-£) = Й£) при £сГ.

Следствие 1. Если функции / (£) = и (|, ц) + iv (£, т)) и со (£) =
= а (£» л) + *Р (5» л) аналитические в области, содержащей кон-

тур Г, и в концевых точках а и о этого контура Jr Ф 0* то

функция f (г) = и (лг, г/) + it; (jc, у), определенная равенством (53),
является ^-аналитической в правой полуплоскости z = х + iy при
Л, равном целому четному числу, а при k, не равном целому
четному числу,— .^-аналитической в правой полуплоскости z = х +

+ iy с выброшенными точками со (а) (или — со (а)), если Re со (а) <
< 0, и со (Ь) (или — со (6)), если Re со (Ь) < 0.
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§ 3. ОСНОВНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ХАРАКТЕРИСТИКОЙ р = х*
И ФОРМУЛЫ ЕГО ОБРАЩЕНИЯ

Основное интегральное представление

/^-аналитических функций с характеристикой р = xk

Пусть G — область в правой полуплоскости г = х + iy, f (г) —
= и (лг, у) + iv (х, у) —функция от z = х + iy, аналитическая

в области G. Тогда на основании результатов, приведенных в § 2

(теоремы 1, 2, следствия 1, 2), функция / (г) = и (л:, у) + iv (jc, y)t
определенная равенством

f(z) = u(xty) + iv(x,y) = P(f) =

= ReJ/(О (±Y±)l"k (* - QT
"'

(г + QT"' tf£ +

2
-

——1 ——1

+ Пт^/(о(с--^-)(г-02 (i + C)2~4, С-1 + /Л,

(54)
где интегрирование от точки г0 = х0 + iy0 до точки г = jc + iy
ведется вдоль любого кусочно-гладкого контура Г, лежащего в О,

агё(* — £) (г + 0 фиксируется тем или иным способом, является

^-аналитической в области G с характеристикой р = хк в следующих
трех случаях:

а) область G в своей границе имеет отрезок мнимой оси L,
Im/ (z)\L = 0, г0 — любая точка на L (нефиксированная);

б) область G в своей границе имеет бесконечно удаленную точку
г0 = оо, и при г -> г0 = оо вдоль контура Г существует предельное
положение касательной и / (г) = О (\z\-k~e) (е = const > 0);

в) г0 — любая фиксированная точка границы области G (г0 Ф оо),
и при подходе г к г0 вдоль контура Г / (г) = О (|г — г0 |~1+е)
(е = const > 0).

Множества аналитических функций / (г) = и (ху у) + iv (х, у),
указанных в случаях «а», «б», «в», будем обозначать соответственно

через М, Mlt М2. Равенство (54) в дальнейшем будем называть

основным интегральным представлением р-аналитических функций от

г = х + iy с характеристикой-р = хк или ^-аналитических
функций от z = х + iy. При этом будем различать указанные все три
случая основного интегрального представления. В каждом из этих

случаев интегральный оператор Р (/), как видим, преобразует
аналитические функции от z = х + iy в ^-аналитические функции
от этой же переменной в соответствующих областях. .«

Отметим, что интегральные представления через аналитические

функции для случая вещественных решений уравнения второго

,
185



порядка ихх + иуу + ^ их = 0 (а* = const > 0) изучены

достаточно хорошо (см., например, [95, 96]), для системы же уравнений
1 1

их
=

——г^, иу
= —vx первая попытка построения

интегральных представлений через аналитические функции была сделана

сравнительно недавно [9—11]. В указанных работах введен

оператор Р (/), но только для случая «а» и при условии, что контур Г

представляет собой прямую, соединяющую точки —z и z. Для этого

случая найдены формулы обращения. Некоторое обобщение этих

результатов на случай «б» (при условии, что Г — прямая линия)
получено в работах [97, 98]. В работе [12] оператор Р (/) введен

для случаев «а» и «б», когда Г — любой спрямляемый контур, на

основании чего в работе [99] получены формулы обращения в

полярной, биполярной и видоизмененной биполярной системах

координат. В самом общем виде для трех случаев оператор Р (/) был

введен в работе [14], на основе которой выведены [15] формулы
обращения двух видов вдоль разрезов по прямым, параллельным

вещественной оси, вдоль дуг окружностей полярной системы координат
и вдоль разрезов по этим дугам, полные (т. е. для вещественной и

мнимой частей) формулы обращения вдоль дуг окружностей
биполярной и видоизмененной биполярной систем координат, а также

вдоль разрезов по этим дугам. Все эти формулы получены в

применении к оператору Р (f) во всех трех случаях.
В настоящем параграфе приведены результаты исследований по

построению формул обращения вдоль линий и разрезов основного

интегрального представления ^-аналитических функций в

соответствии с работой [15].
Рассмотрим предварительно интегральное уравнение

Fa (х) = j г|?а (I) [со (х) - со (£)fd£, (55)
а

где а — любое число (— оо < а < оо), х — независимая

переменная (х > а или х < a), Fa (х) — заданная функция от х, а =

= const >— 1, со (х) — заданная функция, обладающая свойством
(о (х) > со (£) при I с (а, *), если а < х, и g с (х, а), если х < а,

\|)а(х) — искомая функция. Покажем, что решение этого уравнения
можно записать в виде

*М*) =

Г(т-

1
- а) Г (а

v '
id

+ 1)

d
dx

афп, (56)

а = л,

где п — целое число, т = [а + 1] — целая часть числа а•+ 1.
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В самом деле, при а = п равенство (56) очевидно и получается
при помощи дифференцирования обеих частей уравнения (55) по

(о (х) п раз и по х один раз. Пусть а не равно целому числу, т =

= [а + 11, Р = т — а. Дифференцируя обе части уравнения (55)
по со (х) т раз, получаем

X

где Фа(*) =

|й>(ж)-й)(*)]р
а

Г(о-т+1) dmFa(x)

(55')

Г(а+1)

1

л

а

1*

X !■

1
1
1

1а<х

i
j ^»

а -л х

Рис. 10.

Как в случае а < *, так и в случаях х <а (рис. 10) при помощи

интегрирования находим

i
<t>a(x)a'(x)dx

[e(X) —«otx)]1-»
I

А. А,

I
ш' (*) d*

[«ft,)--»(*)]'И
*«©««

[ш(л:)-ш(|)]Р

ffl'Wit
[ш(Х) -(о(x)}1-*[o>W-a(?)]P

Полагая [© (A,) — ©(g)] f = © (дг) — © (|), получаем

[со (>,) — © (£)] Л = ю' (х) dx, ю (X) — © (х) = (1 — i) 1© (Я,) — © (6)1.
Таким образом,

Фа (*) (о' (*) d*

a a 0

A,

= Гф)Г(1 — P) J гра (g) dg.
a

Следовательно, решение интегрального уравнения (55') имеет вид

Ца(х)- г(Р)Г(1 —В) <** J [©<*)-со©!1-*
(56')

а решение интегрального уравнения (55) запишется в форме (56).
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Отметим также, что основное интегральное представление (54)
после интегрирования по частям можно записать в виде

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =

(57')

20

г к к

i. + /Imj4-^L(2-02 (i + D2 dZ + iC, (57)

где С — вещественная постоянная,

*- Л.

С= ^lm[f(z0)(z-z0)2 (z + z0)2]
в случае «в», и С = 0 в случаях «а» и «б».

Предельные значения и формулы обращения
в декартовых координатах

Пусть Сх — разрез в правой полуплоскости z = х + iy>
проведенный вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точку (0, у)
с точкой (а, у), причем точка (0, у) лежит на L. Далее, (х, у+) и

(*» УГ) — точки с координатами (х, у), лежащие соответственно на

•верхнем и нижнем краях разреза Сх, z+ = х + iy+, тг~ = х + iy-.
Считаем, что если z = х + iy и £ = £ + iy (£ < х) лежат на

верхнем крае разреза Съ то arg (г — £) (z + £) = 0.

Рассмотрим основное интегральное представление (54) (случай
«а», г0

= 0 + iy). На верхнем крае разреза Сх оно принимает вид

/ (2+) = и (х, */+) + to (х, y+) = P(f (2+)) =

= j (*'-*к (£, у+) + ilv (£, */+)) (х2 -12)2 dg, (58)
о

его формулу обращения при помощи равенства (56) находим в виде

u(x,y+) + ixv(x, у+) =

„

d С dm(u(t,y+)?-1 + iv(l,y+)) £<% -
„

<**-i2)2

(ГЙ^у+)/-'+ to (ж, y+))
(dx*f

(59)
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Здесь, как и в дальнейшем, т — целое число, т =

-у
L fx
—

постоянная, |Х =

'(-•f+'Ю
(в частности, \х.

—

(т-\)\
'

2 2
если k = 2m, \i = —^-y-r-

= —
, если k = 1). Если точка z

лежит на нижнем крае разреза Съ из (54) получаем
*. -'«(4-0

[/(г)]±= ((*'-*Re {[/(£)]** 12 /} +
а

+ /£Im{[/(£)]±* "Ч2 Jf)(£2-*2)2 d|, (58')

где, как и в дальнейшем, [/ (г) ]± = / (z+) — /(гт~), [/ (£)]* =
= / (£+) —/ (С"")- Равенство (58') можно рассматривать как

интегральное представление скачков предельных значений

^-аналитической функции / (г) = и (х, у) + iv (х, у), определенной
интегральным представлением (54). В силу (56) его формула обращения на

разрезе Сг записывается в виде

Re{[/(2)]±e.-(т-

У ' * dx \ шг\т

+ ixlm{[/(z)J±e

№8)
(I8-*2)2

^2/п,

(dx2)
(59')

Если основное интегральное представление (54) взять в виде

(57), то вместо (58) получим

f(z+) = и (дг, у+) + iv (х, y+) = P(f (z+)) =
X k_ . X k

= j*'-*Re/(£+)(*'-Sy
~

dg + fj^-lm-^J.(x«-g«)2 d|.
о о

Отсюда в соответствии с (56) находим

d f dm+'J(l, y+)

(60)

Im
dz+

d С dm+y
* dx J №

2^
ft
— —m

, k^2m.

u2x dm+lv(x, »+) k _
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Таким образом, на Ct (на верхнем крае разреза CJ вместо (59)
получаем

Г ^(«ЧУ+)-« д~и{^+))1к-1a_d_ \ __V ду+ I т
р dx 1 «ит 4--«'

(х*-1*)2

Иф2т, (61)

<*'

идг -—2
, k = 2/я,

вместо (58') —

|/(2)J±-Jx«-*Re{|/(0]*e"*,(T^)}(g»-x«)7'"Id6 +
-<«*

Отсюда вместо (59') находим

A#2m,

^([«(,,^+ «[-^-1*)^
(- If"V—^

(Д„ . * = 2m.

(61')

Пусть теперь разрез C2 в правой полуплоскости г — к + iy
проведен вдоль прямолинейного горизонтального отрезка, идущего
из бесконечности в точку (Ь, у). Считаем, что если точки г = х + iy
и £ = | + iy лежат на Ct (на верхнем крае разреза Сг), то

arg(z — 9 (2 + 0 = —я. .

Рассмотрим интегральное представление (54) (случай «б», г0 =

= оо). На верхнем крае разреза Сг оно принимает вид

/ (г+) = и (х, у+) + iv (х, у+) =
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- P (/ («+)) = \ (лг*-* Re {/ (£+) e
'" (2 ') | +

-*.(*!) f-1
+ ig Im {/(£+) * ^2 '})(£2-x2)2 dg. (62)

Отметим, что при сделанном выборе arg (г — £) (г + £), если

предположить, что функция f (z) = и (лг, #) + iv (jc, #) в части

правой полуплоскости, лежащей выше прямой у = const,
аналитическая, при г -> оо / (г) = О (|-2г |—Л—«) (е = const > 0) и на части

мнимой оси, входящей в состав границы указанной четверти
плоскости, v (0, у) = 0, то интегральные представления (58) и (62)
определяют одну и ту же ^-аналитическую функцию. Поэтому их

можно назвать взаимными интегральными представлениями.

Формула обращения интегрального представления (62) на Cf
записывается в виде

Reifiz^e""1^'} +ixlm{f(z+)e~'n\TJ} =

(l*-x*)2

кф2т,

(- i^y^gteirh^ + bfe.^ A = 2m<V ' p
(dx*)m

(63)

Если точка г = x + iy лежит на СГ (на нижнем крае разреза С2),
интегральное представление (62) принимает вид

[/ W1* = { (х1-* [a (g, у)]* + £ [у (g, у)]*) (*2 - £2)2 d\y (62')
ь

а формула обращения этого интегрального представления скачков

^-аналитической функции на разрезе С2 —

Re[/(2)]± + tJfIm[/(2)]± =

_d_C rf"cS(6. !>)]*£*-'+ /[?(!. у)]*) £g Л^2т>Р Лс J (dEV 4--*
• («•-б1)2

^4"д.ф.у)]*д^Ч/Й*,У)]*) t Л = 2т (63')
(<Ь*Уа\"»
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Если интегральное представление (54) (случай «б») взять в виде

(57), то вместо (62) на С$ получим

f(z+) = й(х, у+) + iv (х, у+) =

= Я(/(г+))= j*'-*Re{/(£+)e
Ь

))(?-х*)2 d£ +

+ i K-tf
£+) -/я.

£+
e

*
(i2-^)2di- (64)

Отсюда вместо (63) по аналогии с (61) находим

14m—l d Г*w"(tt-(i,,+)+,-^i||i-)i*-' &$

да?2\Ш

1гф2т,

(65)
Вместо интегрального представления скачков (62') на Сг получаем

*
—-1

\f (z)]* = j дс1—* (ы (5, г/)]* (*2 - р)2 d| +

+'|4-1т[4гГ(хг-Г)2 * (64,)

Отсюда вместо (63') по аналогии с (6 Г) на С2 находим

| , ^(,»-,,^-,[%l],)t>- 6«

WI2)'

JIX

dm [«(*.*)] -' %^У'
(djc2)'2\m

(*2-|a)2

кф2ту

, ft = 2m.

(65')
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Пусть x0l у — координаты точки г0, являющейся начальной
точкой контура интеграции Г в интегральном представлении (54)
(случай «в»). Пусть эта точка — левый конец прямолинейного
разреза С3, соединяющего ее с точкой (а, у) (а > х0). Считаем, что на

Сз" (на верхнем крае разреза С3) arg (г — Q (2 + 0=0 (£ < дг).
Тогда интегральное представление (54) на Сз" принимает вид

/V) = и (х9 у+) + iv (х, у+) = Р (/ (z+)) =
-*--i

= j (xl~ku (I у+) + ilv (6, у+)) (х* - р)2 dg, (66)

а формула его обращения — вид равенства (59), если в интеграле

правой части этого равенства в качестве нижнего предела вместо

нуля подставить х0. Интегральное представление скачков [/ (г) !*
на разрезе С3 такое же, как и на разрезе Сх, т. е. совпадает с (58'),
а формула обращения этого интегрального представления скачков

совпадает с равенством (59').
Если интегральное представление (54) (случай «в») взять в виде

(57) и предположить, что Im / (г) |2=s=2o = 0, то на Cf будут
выполняться соотношения (60) и (61) при условии, что в интеграле в

качестве нижнего предела вместо нуля подставляется х0. Без каких-

либо изменений будут выполняться на С3 соотношения (60')
и (610.

Пусть теперь точка г0 является правым концом разреза С4,
соединяющего ее с точкой (&, у) (Ъ < дг0). Считаем, что на Ct (на
верхнем крае разреза С4) arg (г — £) (г + £) = —я (*<[£)• Тогда

интегральное представление (54) (случай «в») на Ct принимает вид

/ (*+) = и (х, у+) + iv (дг, у+) = Р {f (г+)) =

= ](*'-* Re {/(£+)* У2 >} +
Хь

Ik \ _Л_

+ %\m{f(Z+)e ПУ2 W~*2)2 dl> (67)

а формула его обращения — вид равенства (63) при условии, что

в интеграле в качестве нижнего предела вместо бесконечности

подставляется х0. Интегральное представление скачков [/ (г)]* на

разрезе С4, совпадает с (62'), а его формула обращения — с (63').
Если интегральное представление (54) (случай «в») взять в виде

— in —

(57) и предположить, что Im {/ (z) е
2 }г=г9 = 0, то на С4"

будут выполняться соотношения (64) и (65) при условии, что в

интеграле в качестве нижнего предела вместо бесконечности
подставляется х0. Без каких-либо изменений на С4 будут выполняться

равенства (64') и (65').
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Предельные значения и формулы обращения в полярных координатах

Введем полярные координаты, полагая z = х + Ч/ = Р^9. Пусть
Сг — разрез вдоль дуги окружности р = const с начальной точкой

п
. я

и конечной точкой peia (—~<;а<! -^-), причем точка ре
2

принадлежит L (рис. И). В качестве Ct
(верхнего края разреза) принимаем тот край,
который соответствует р = р

— 0. Точки Ctc
координатами х, у обозначаем через г+, нижнего

края СГ — через z~. Считаем, что если точки

z+ = реш и £+ = ре(ч> (ф <; 6) приближаются к

-<fточке ре '*, то arg (z — £) (z + £) в

пределе равен нулю.
Рассмотрим интегральное представление (54),

взятое в виде (57), на Ct- На Ct
Рис. И.

i = о2е V /1(z —£)(* + £) = Р2* V "/(2sin0 —2sin9). (68)
Подставляя (68) в (57), приходим к выводу, что интегральное
представление (54) на Ct имеет вид

/ (z+) = и (х, у+) + <о (х, */+) = Р (/ (*+)) =

= i х'-*р*-'Re {/($+)«■(**)■ I-
}(2sin9 — 2sin(pr d<p-f-

я

2

е

+ * 14 p*+.imj_^r.c<f<rt/КтИтЧД (2 sin 6 —2 sin ф)2 Жр.

(69)

Используя (56), находим формулу обращения этого интегрального

представления на С!*" в виде

■+\Re{/(2^)<?

1 * <*

!Mf}+,tai^;hf)(i
■+i

«rt^ + r2 J sin ф COS ф^ф

(d2 sin ф)" --in

[ip1—* cos 0
(;,(2+)**-1 + ф

_2 do (;
dsinП0 )

(d2 sin 0)"

(2 sin 9 — 2 sin ф)d

k ф 2m, (70)
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Поскольку
2 dv(z) 1_ dv(z) иХ ди(г)

р" dsin9 х pdQ
"

dp
'

формулу обращения на Cf (70) можно записать в виде

(71)

w> "ж (d2 sin ф)"

я

"J

цр'-* cos 6 .(„-й+,+,лц)^,

COS ф^ф
— m

(2 sin 9 — 2 sin ф)2

fc=^2m, (72)

-, k = 2m.
(d2 sin 6)m

Если точка z = x -f- iy лежит на СГ (на нижнем крае разреза Clf
т. е. со стороны р

= р + 0), из (57) и (69) получаем интегральное

представление скачков на Сг

- — J ж'-у-1 Re {[/(£)J*e ^ 2' 2} (2 sin <p — 2 sin 6)2 dq> —
a

_^в^р*+Чт{[4р-]±ЛФ"^)^+,)}(25тф-28т6)^^.
(69')

Формула обращения этого интегрального представления скачков

на Сх имеет вид

(- i)"W-*

е

-ж)
(--(01П*-'-Ф-2 dsin ф *)

COS ф^ф

(2 sin ф — 2 sin 6)л

(d2 sin ф)"
X

(—If^pi^cosG
*•(**■"-Итзй-Р

(d2 sin в)'71

13*

(70')

, & = 2m.
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В силу (71) ее можно записать в виде

Re ,[№,*Л^Н, + nm |[ 42L]V^А(И).

а

(d2siny)m

cosq)dq>
k , кф2т, (72')

(2sinq> — 2 sin в)2

^([««l4-^-^]*)**-1
(— 1)т мр1-* cos 9 i ^—i-—*—L fc = 2m.

Пусть Ca — разрез вдоль дуги окружности р = const с началь-

ной точкой ре
2
и конечной точкой ре® I j- < Р < -?М> причем

точка ре
2

принадлежит L (см. рис. 11). В качестве верхнего

края разреза С2 (Cf) принимаем тот край, который соответствует

р = р
— 0, нижнему краю СГ соответствует р = р + 0. Введем

на Cf условие lim arg (г — £) (г + £) = 0 при ф -> -£-, 9 -* ~9

Ф > 9. При выполнении этого условия интегральное представление

(54), взятое в виде (57), на С£, в силу того что (г — £) (z + Q =

= е v 2' (2 sin ф — 2 sin 9), запишется следующим образом:

/ (г+) - a (z+) + /о (z+) - Р {f (z+)) -

= J— x'-y-'Rej/^+Je * *' 2}(2sin<p — 2sin0)2 d<p +

2

+ i j_ 4. рм- ,m {JSgL e' (Ф- т) (f "')j (2 sin ф _ 2 sin 0)Td(p
Я

2

(73)

Интегральное представление (73) на Cf можно рассматривать
как взаимное интегральное представление по отношению к (69).
Дело в том, что если предположить, что / (г) = и (х, у) + iv (xf у)
является аналитической функцией в круге \z\ < р и непрерывной
на его границе, а на мнимой оси ее мнимая часть равна нулю, то

196



интегральные представления (69) и (73) определяют одну и ту же

^-аналитическую функцию в полукруге | г\ < р, х > 0. Формула
обращения интегрального представления (73), с учетом (56), имеет

вид

4'<^'-|-»-'-й&-)■DV-'i-j' (d2 sin ф)'
я

2

m

X
"^

t , * * 2m, <74>

(2 sin ф — 2 sin в)
2
-—m

^(«(z+J^-'-ip-2-^-)
(— l)m up1-* cos в ^ ————L

, k - 2m.
-

' w
(d2sine>m

В силу (71) ее можно записать в виде

-*f"
Я

2

x
cosq**p

» . k ф 2m, <75>

(2 sin ф — 2 sin 6)

■ —m

*■(■«*-' -ffi") **-'

(— If up1-* cos в i ■£—i , * = 2m.v ' rK

(d2sine)m

Если точка г = x + iy лежит на СГ, из (57) и (73) получаем

интегральное представление скачков на С,
А / Я \ Л Л

[/~(z)]± = j *i-y-i Re {[/ (£)]* в''Ф+ т/ т}(2 sin0 — 2 sin Ф)Т ~'dq> +
3

е

+ i j 4- р>+. ь„ ([ ijp.]*; (ф+ т) (f +•)j (2 sin в _ 2 sin ф)т dq,

(73')
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Формула обращения этого интегрального представления скачков

на С2 имеет вид

№'-'-Зв

cosydy

(2 sin 0 — 2 sin ф)

dm

(d2 sin ф)от

k ф 2m, (740

(ip1-* cos 0
.-„„y-'+fr-'J^gg-)

№ sin 9)m

В силу (71) ее можно записать в виде

k = 2m.

Remz)fei°+^+ilm{[J^}\'(°+m+%
w>'-* Ж

^([«(S^ + .f^-]*)!*-1 cosydy
(d2 sin ф)"

W>"
1-* cos О

l([u (*)]* +' дц(г)
aP

Jk—l

(d2 sin 9)"

(2 sinG-

k

- 2 sin ф)2

кф2т,

= 2m.

-m

(75')
Пусть теперь точка z0 = x0 + iy0 = peiQ* (начальная точка

контура Г в интегральном представлении (54)) является левым

концом разреза С3, идущего из точки г0 до точки ре** (Э0 < а)
(см. рис. 11). Верхний край Сз" и нижний край СГ этого разреза
выбираем так же, как и в случае разреза Сг; такое же

предположение, как и в случае разреза Clf делаем о выборе arg (z — £) (z + £).
Взяв интегральное представление (54) в виде (57), на Сз" находим

/V) = и (z+) + iv (z+) = Р (f (z+)) =

-J *'-у-> Re {/(£+)*
-—l

}(2sin0 —2sin<p)J dq> -f
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+1]>Ч^'(^,(|"+,)1*
6в

к2
X (2 sin 9 — 2 sin ф)

*

сГф + iC (у), (76)
где

C(y) = ^(2y-2y0film{f(z0)e'^+^)^}.
Формулу обращения этого интегрального представления на Cf%

dm~^JC (и)
учитывая, что ,У" = 0 при k = 2m, получаем в виде

dy ~г

^1-л _д
(d2 sin ф)

W dQ ^2sinm^
X

X "***>
, , £=^2m,

(2 sin 6 — 2 sin ф)

—m (77)

up1-* cos 0 -

/м . ^m

—

,
ft = 2m.ry

(d2 sin 9)m

-" cos 9 Ь L
(d2sin6)m

tie + -5-1.1
При Im {/ (2o) e V ,"r

2 / 2} = 0, в силу (71), формулу (77) можно

записать в виде

Re{f(z+)e У *)2} + i\m\-[±£Le\ 2А2 ^j =

w <*6 | (d2sin9)m
в.

d-»t(2+)+« *gh.)*-*
up1-* cos 0 —^ £-^ ,^

(d2 sin 6)m

(2 sin0-

k =

k
— m

- 2 sin ф)2

£=^2m,

:2m.

(78)
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Интегральное представление скачков [/ (г)]* на С3 при любых
значениях С (у) такое же, как и на С1э т. е. совпадает с (69'), а его

формула обращения совпадает с равенствами (70') или (72').
Пусть теперь точка г^

= х0 + iy0 = peiQ° является правым
концом разреза С4, соединяющего точку Zq с точкой ре& (6в > Р).
Верхний Ct и нижний СГ края разреза С4 и arg (2 — £) (г + £)
на С* выбираем так же, как и в случае разреза С2. Интегральное
представление (54), взятое в виде (57), на Ct записываем следующим

образом:

/ (z+) = и (2+) + to (2+) -P{f (г+)) =

■(-*)*,
е.

+ t

4--.
= Г — лг,-*р*-1 Re {/(£+)«

'

2'2}(2sinq> —2sin6)2 dq> +

X (2 sin ф — 2 sin в)2 dtp + fC (у), (79)
где

■(°-тСИЛ - хР <2».-2»> 1ш |/<z„)e * '' '

(.

Формула обращения этого интегрального представления совпадает
с равенствами (74) при условии, что нижний предел интегрирования

~2
заменяется на 90, a v (£+) — на v (£+) — С (tj). Если пред-

lm{f(z0)e^9 2)2} в о, наС4+положить, что Im {/ (z0) е v -w ^} == о, на С4 справедливо соот-

ношение (75) при условии, что нижний предел интегрирования -у

заменяется на 0О. Если точка г лежит на СГ независимо от С {у),

интегральное представление скачков [/ (2)1* такое же, как и в

случае разреза С2, т. е. совпадает с (73'), а его формула обращения
совпадает с равенствами (74') или (75').

Предельные значения и формулы обращения
в биполярных координатах

Введем биполярные координаты а и т при помощи равенств

z = q th-^-, z*=x + iy9 со = а + ii (80)

или
х =

</sh<y _
ysinx

— оо<а<оо, —я<т<я,
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где q
— положительное число. Линиям т = const, — оо <; о < оо

соответствуют в плоскости г = х + iy дуги окружностей с

начальной точкой —q и конечной точкой qt линиям а = const, — я < т <

< п — окружности, ортогональные указанным дугам окружностей
(рис. 12). Уравнения дуг окружностей т = const и окружностей
о = const соответственно имеют вид

х2 + (у — <7cthx)2 = shax (x — qctho)2 + t? = sh2o

Отметим, что |т| представляет собой величину угла между
касательной к дуге окружности в точках х = ± qf # = 0 и отрезком
[—qf q\ оси х.

Пусть Сг — разрез вдоль дуги окружности т = тх = const с

начальной точкой о = 0 и конечной точкой о = а (0 < а «< оо),

i
iX

"k

*'i
1

— 4- —т
1

1 ©

,т'
*

«£

б-&

/L_x

|б«0

1

Iw?

&=s

1—

**ч?

О*=о©

^*^
^^0

а \—_

-а

Рис. 12.

причем точка о = 0, т = тх принадлежит отрезку L (см. рис. 12).
За верхний край Ct разреза Сх принимаем тот край, который
соответствует т = %х + 0. Точку с координатами jc, у обозначаем через
z+, если она лежит на верхнем крае разреза, и через г~, если она

лежит на нижнем крае разреза. Считаем, что если точки г+ =

= qth
а

^

Tl
и £+ = q th —

^
*Tl

(а > X) приближаются к точке

а = 0, т = xlf то arg (г+ — £+) (z+ + £+) в пределе равен нулю.
Пусть

С — 9 * -йг
= ^ th —=5— •

тогда

<7а

ach^-ch^-ch»^-
[ch а — ch (X + i (v — т))], (81)

и на Ct, в силу того что в начальной точке arg (г

(*-0(г + 0-
(ch о + cos xj ch2 —

(cha —сЬЯ),

С) (* + £) = о,

X = Я + ITj.

(81')
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С помощью (57) теперь получаем интегральное представление (54)
на Ct в виде

/ (*+) = и (z+) + id (г+) = Р (/ (2+)) =

= 4" sh'-*a52 (а, тх) f Re j/ (g+) ch"* -|-} (ch a - ch X)2 dk +

О

+ *4-^-S"T(at Tl) jlm {-^-ch-^^bcha-ch^dX,
0

^ J

S (а, xx) = ch a + cos x,. (82)

Из (56) находим формулу обращения этого интегрального
представления

Re (f («+) ch- -f j + i lm{^Loh—.•} „
'

, f *•(:*>++>-**.^-^r £it+)£«-"') „
** da J (dchA,)m

о

X ****__ . *¥=2m,

i (cha-chX)2
"" (83>

"sh°— «*£ L •

k = 2m.

Интегральное представление скачков на Сг имеет вид

[/(г)]* = 4-sh'-\xST(a, Tl) JRe {[/(£)!* ch-*^-e"'"(T_I)}(chX-
a

a

x ch~"-2 -\e
П

2

} (ch X — ch о)2 db, (82')
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а формула его обращения

Re{[/(2)]* ch"* -J. Г* №-')) + ilm j[4^ fch-"^-^} =

a

x Ida 1ПГ9
«=^m>

(ch к — ch a)

<-l)">

(83')

A -

/ m± ufe-1 c~ "^~
/ ч

-2 d [^(2)]* 5
2

(O, Tx)\

(dcha)m
k = 2m.

Пусть теперь разрез C2 проведен вдоль дуги окружности т =

= т2 = const (т2 > тх) с начальной точкой a = 0 и конечной

точкой о = Р (0 < р << оо), причем точка a = 0, т = т2 принадлежит

отрезку L (см. рис. 12). За верхний край разреза С2 принимаем тот

край, который соответствует т = т2 — 0, нижнему краю

соответствует т = т2 + 0. Считаем, что если точки г+ = q th
q + fTa

Я. 4- ix
и £+ = q th

з
а

(a > Я) подходят к точке a = 0, т = т2, то

arg (гЬ — £+) (г+ + £+) в пределе обращается в нуль.
Из последнего предположения следует, что на верхнем крае

разреза С2 выражение (г — £) (г + £) представляется равенством
(8 Г) при условии, что тх заменяется на т2, а х = Л + ixx на х = X +
+ /т2. Поэтому интегральное представление (54) на верхнем крае
разреза С2 и его формулы обращения совпадают соответственно

с (82) и (83), если в последних тх заменить на т2, со = а + Щ — на

со = а + ix2 и к = Л + ixx — на х = К + ix2. Интегральное
представление скачков на разрезе С2 и его формула обращения
получаются соответственно из (82') и (83'), если в них заменить т^на

т2, со = а + ixx — на со = о + пг2, х = А, + ixx — на х = к +

+ ix29 а множители е v 2 ' и е
2

соответственно — на

,<»(!-') и *'4
Легко видеть, что рассмотренные нами интегральные

представления вдоль верхнего края разреза Сх и вдоль верхнего края
разреза С2 определяют одну и ту же ^-аналитическую функцию, если

/ (г) = и (х, у) -f iv (xt у) — аналитическая функция внутри
луночки, ограниченной дугами окружностей т = х1у — оо <; а < оо
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и г = т2, — со <с о < оо, и в точках, симметричных относительно

мнимой оси, принимает сопряженные значения. В этом смысле

указанные интегральные представления вдоль верхних краев разрезов
Сг и С2 можно считать взаимными.

Пусть теперь точка г0
= х0 + iyQ = q th °° ~t Tl

(начальная
точка контура Г в интегральном представлении (54)) является

левым концом разреза С3, идущего из точки Zq до точки о = а, т = т1

(а0 < а2). Верхний край Cf разреза С3 и arg (г — £) (z + £)
выбираем так же, как и в случае разреза Сх. Взяв интегральное
представление (54) в виде (57), на Cf получаем

/>+) = и (z+) + iv (z+) = Р {f (z+)) =
4-i

4- sh!-*aS2 (a, xj j Re {/ «+) ch"* -J- J (ch a - ch X)2 A +

a0

О

+ i

где

-J--*£- S 2

(a, Tl) J Im {-^-ch-*-2 -£-} (ch о - ch X)2 A +

(84)

C^ = 40-t)2^{/^)ch-^±^}.
Формула обращения этого интегрального представления на Ct
имеет вид

Re (,<*+>ch-'^-) +,im j^LdT"-f.} =

*> J (d chX)"
aft+Jch*-^

2

(X.xJ + r

/+»

X
d(og+)-C(4))S2 (X>Tl)

dchX

shtafA,
кф2т,

(ch о — ch A,)
-

r
(dcho)m L

(z+Jsh^aS
2

(o.xj + i
л*+*

X

X
d(p(z+)-C(g))S2 (otTl)

dcha
fe==2m. (85)

Интегральное представление скачков вдоль разреза С3 и формула
его обращения такие же, как и в случае разреза Сх, т. е. совпадают

соответственно с (82') и (83').
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Допустим, что точка г^ = х0 + iy0 = qth°° ^
Tl

(начальная
точка контура Г в интегральном представлении (54)) является правым
концом разреза С4, идущего из точки г0 вдоль дуги окружности
т = xlf до точки о = а, т = тх (а0 >а). За верхний край Ct разреза
С4 принимаем тот край, который соответствует т = тг + 0, т. е.

как и в случае разреза Сг. Далее, считаем, что если точки

подходят к точке а = 0, т = тх, в пределе arg (г — £) (z + £) =
= — я. Взяв интегральное представление (54) в виде (57), на Ct
получаем

/ (z+) - 2 (г+) + iv (*+) = Я (/ (*+)) =

= -±- sh^aS2 (о, тх) j Re If (£+) ch"* -J- e
"
12 A(chA,—

во

-cha)2 db + i-^-S 2(a, Tl)x

X |1т{^-сЬ-*-2^-в-'Я^}(сЬХ-сЬа)^йЯ + /С*(г,), (86)

где C*(,) = -f(^-l)2 lm{/(Zo)ch-^+iH-}.
Формула обращения этого интегрального представления на Ct
записывается в виде

Rel/^ch-^e-'"^-1)} + nm{-^lch--2-|-e-'"
ао J (dchJl)m L

ft_
2 rf(»g+) —C(ti))S2 q, т,) 1 shXdX

= v

/+i dch*. *

(ch A. — ch a)2

ft

(—l)miisha
d^

/

k^2m, (87)

u(2+)ch*~'<jS~V. *i) —

2 d(v(z+)-C*lj,))S* (a.Tj 1 b_om

(dcha)1
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Из (86) получаем интегральное представление скачков на

разрезе С4

[J(2)]± = 4-sh1-*aS2 (а, т,) JRe{tf(OJ* ch-*-^J(cha-

a

X (cha—chX)2 dX. (86')
Формула его обращения имеет вид

Re {I/ Ml* ch-*i) + / im {[^clr" •.} =

a
ч

k_
, 2 d[vQfs2 (kvj) shhiK ,

9

(cho — chA,)2

ti
^— ([u (2)]* sh^aS

2

(a, тх) +r
(dcha)m V

_^

+ * Д., ^^'(«.tj] ft==2m'

^H-1 d ch a у
(87')

Допустим, что имеется разрез Сз, идущий из точки z0
= х0 +

+ Ч/о = V th q° ^tTg до точки a = а, т = т2 (а0 < а), а верхний

край разреза Сз и arg (z — £) (z + £) выбираются так же, как и в

случае разреза С2. Интегральное представление (54) вдоль

верхнего края разреза Сз и формула его обращения такие же, как

и в случае разреза С3, и получаются из (84) и (85) заменой тх на т2,
со = о + iTj—на со=а + it2 и х = А, + iXj—на к=Х + h2.

Интегральное представление скачков на разрезе Сз и его формула
обращения такие же, как и в случае разреза С2, и получаются из

соответствующих равенств (82') и (83') для разреза С± заменой в них

тх на т2, о) = о + лг — на со = о -+- гт2, х = Я + пг — на х =

= л + 1%2 и множителей е ^2 / ие
2
— соответственно на

е \2 ' и е
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Допустим, что точка г0 + iy0 = q th g° ^tT2 является правым

концом разреза С\у идущего из точки zQ вдоль окружности т =

= т2 до точки о =а (а <а0). Верхний край разреза С4 и arg (2 —

—О (z + £) выбираем так же, как и в случае разреза С2. Интегральное
представление (54) вдоль верхнего края разреза С4 и формула его

обращения, а также интегральное представление скачков и

формула его обращения получаются из соответствующих формул для

разреза С4 заменой в них тг на т2, © = а + и^ — на со = а + *т2>

к = к + пг
— на и = X + гт2 и множителей е \2 ' и е 2

—

соответственно на е ^2 ' и е 2
.

Предельные значения и формулы обращения
в видоизмененных биполярных координатах

Введем видоизмененные биполярные координаты о и т при
помощи равенств

z = iqcth ^ > г = х + /#, <о = а + гг

или

дг =
ch а — cos т

# =
qsho

ch а — cos г
оо <а < оо ,

(88)

я<т<я,

(88')
где q

— положительное число. Линиям т = const, — 00 < а < оо

соответствуют дуги окружностей с начальной точкой —iq и конеч-

©

*/ X,

-hf-i-

Рис. 13.

ной точкой iq, линиям о = const, —я < т < я — окружности,
ортогональные указанным дугам окружностей (рис. 13). Уравнения
дуг окружностей т = const и окружностей а = const соответственно
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имеют вид

(x-qctgxr + y*--^, x* + (y-qctho)*=^-a.
причем при о = const > 0 получаем окружности в верхней
полуплоскости z = х + iy, при а = const < 0 — в нижней
полуплоскости г = х + iy.

Возьмем за основу полуокружность а = const = а2 > О,

лежащую в правой верхней четверти плоскости г = х + iy (см. рис. 13).
Пусть Сг — разрез вдоль дуги окружности а = аа с начальной
точкой т = 0 и конечной точкой т = а (О < а << я), причем точка

а = а2, т = 0 принадлежит отрезку L. За верхний край Ct разреза
Сг принимаем тот край, который соответствует а = а2 — 0. Точку
с координатами х> у обозначаем через z+, если она лежит на С^,
и через г-, если она лежит на СТ. Считаем, что если точки г+ =

= iq cth
q

з

*т
и £+ = /<7 cth

ga
^

v

(v < т) приближаются к

точке a = a2, т = 0, то arg (z+ — £+) (z+ + £+) в пределе равен
нулю.

Пусть £ = iq cth -~ = iq cth "^ v- Находим

(г - О (г + © = ^ [ch (X - а + tv) - ch it], (89)
(ch а — cos т) sha —

2

и в частности на Ct—

(г - О (г + О = £ (cos v - cos т). (89')
(ch оа — cos т) sha—

В силу этого интегральное представление (54), взятое в виде (57),
на Ci*" записывается таким образом:

/(*+) = и (г+) + Ь (z+) = Р (/ (*+)) =

= -±- sinl~4 (ch а2
— cos т)2 С Re {/ (£+) sh~* -|4 (cos v —

о

-cosT^^dv + Z^-^a.-cosxr^Imf^-sh-^^x
о

k_

X (cos v — cos т)2 dv, (90)

а формула обращения этого интегрального представления на С\ —

Re{/(z+)sh-*-|-} + nm{^LSh---|Lj -
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(_ i )y
*

f
&т \и (С+) sin^vTdx J (dcosv)m

'

0
L

t
2 £fog+)r2 (o2,v) 1

0*+i d cos v J

(<*2, V) —

sin vdv

(cos v — cos t)
4

(— l)W(ASinT
(dcosx)"

2

»+\ ci«*~•к (г"1") sin^'tT (a2, т) —

Л ^= 2m,

(91)

— t
. 2 <fo(z+)T (o2, x)

0*+i d cos т

^ (a2» T) = ch o2
— cos т.

£ = 2/n,

Интегральное представление скачков вдоль разреза Сг имеет вид

[/(г)]* = 4sin1"47,2 К- т> J Re{tf (01*sh-*-|-e* V» J}(cosx-
a

-cosv)f -ldv + ij£LT-l(ot, t) j'lm^f X

a

X sh~*-2 -^- e
2

J (cos x — cos v)2 dv, * (90')

а формула его обращения вдоль контура Сг —

Re||/W|>sh-'^e0'(^-,)} + llmj[^jtsh-^,"'^.

dcos
(<У2> v) \ sJn vdv

(cos т — cos v)2

кф2т,

(9Г)

(xsinx =r- ["
(dcosT)m V

1±о5«*-!(z)]*sinMTr (a2, т) +

+ i-
*Иг)1

/!*+!
*Г2 (Q2,T) \
icosx Jf

k = 2m.

Заметим, что если в равенствах (90) — (9Г) вместо а2 подставить

ах < 0, то они будут иметь тот же смысл, но применительно к

14 2—318 209



разрезу С\ в нижней полуплоскости z = х + iy, идущему вдоль

окружности а = аг от точки o=olt т= 0, принадлежащей отрезку L,
до точки о = alf т = а. При этом в качестве верхнего края разреза

Ci принимается тот край, который соответствует о = аг — 0;

arg (г+ — С+) (z+ + С+ ) считается в пределе равным нулю, когда

точки г+ и £+ (v <; т) подходят к точке а = alt т = 0.

Пусть С2 — разрез вдоль окружности а = а2, соединяющий

точку а = а2, т = яс точкой а = а2, т = а. В качестве верхнего

края Ct разреза С2 принимаем тот край, который
соответствует о = а2 — 0 (т. е. как и в случае разреза Сг). Считаем, что

если точки г+ и £+ (v < т) подходят к точке а = а2, т = я, то

arg (г+ — £+) (г+ + £+) в пределе равен —я. В силу (89) это

означает, что на Ct (при v < т)

(г - О (2 + О - ±а !^C0ST *-/я Ц— (cosт - cos v). (89")

shaT
Подставляя (89я) в (57), приходим к выводу, что интегральное

представление (54) на Cf имеет вид

/V) = а (*+) + to (z+) = /> if (*+)) -

- 4" sirf-ЧГ2 (аа, т) jRe j/«+)sh"*-2-е ^2 '}(cosт -
я

-cosv)f-,dv+l^r-^(aa,x)jlin{^lsh-*-2fe-'^}x
X (cos t — cos v)2 dv, (92)

а формула его обращения на Ct —

*{к.«).^.-*(Н}+ш{-*^*-«-..~*}-
я

+)Г2 (а2>У) 1
dcosv J

M^+Jsin*-1^ 2

(а2, т) +

1

^+1 d COS Т J
'

. 2 dvg+)T2 (q2,v) sinvdv t,9ffl

(COST—cos v)2 (93)
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Из (92) получаем интегральное представление скачков на разрезе С2

[/(*)!* - -Y
sin'-ЧГ2 (о2, т) j Re {[/(£)]* sh"* -J-j (cos т -

a

X (cos т — cos v)2 dv. (92').
Формула обращения в этом случае имеет вид

a N

Jfe_

, 2 d[Z<Q]*T* (oa,v) sinvdv .

,9m
:

(COST —cos v)2 (93')

-

ц sin т (dc^T)W (l" (01* sin*-1 тГ
2

(а„ т) +

. 2 НИ»)]*?2 (о3,т) \ . -

+ *

gb+t dcosx )*
■* — **-

Если в равенствах (92) — (93') вместо a2 подставить ох < 0, то они

будут иметь тот же смысл, но применительно к разрезу Сг в нижней

полуплоскости г = х + iyt идущему вдоль окружности а = аг от

точки a = alt- т = я, принадлежащей отрезку L, до точки a = ol9
х = а. При этом за верхний край разреза Сг принимается тот край,
который соответствует a = ax + 0 (см. рис. 13), arg (z+ — £+) (z+ + £+)
считается в пределе равным —я, когда точки 2+, £+ (v > т)
подходят к точке о = alt т = я.

Интегральное представление (92) вдоль верхнего края разреза Са
является взаимным по отношению к интегральному представлению
(90) эдоль верхнего края разреза Cv Оба эти представления
определяют одну и ту же ^-аналитическую функцию, если / (г) =
= и (х, у) + v (х, у) является аналитической функцией в области,
ограниченной полуокружностью о=а2,0<т<яи частью

мнимой оси, проходящей через бесконечно удаленную точку, причем
на этой части мнимой оси о = 0и при подходе к бесконечности

|/ (2)| = О (| z Гл~е) (е = const > 0), т. е. / (г) с Мх.
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Аналогично взаимными являются интегральные представления

вдоль верхнего края разреза С\ и вдоль верхнего края разреза

С2. Они определяют одну и ту же ^-аналитическую функцию, если

/ (г) = и (xt у) + iv (ху у) — аналитическая функция в полукруге,

ограниченном полуокружностью о = ои 0<т<яи мнимой осью,
и если на отрезке мнимой оси, входящей в границу полукруга,
0 = 0.

Пусть теперь точка Zq
= х0 + iy0 = iq cth °2

^
*т° (начальная

точка контура Г в интегральном представлении (54)) является

левым концом разреза С8 в верхней полуплоскости г = х + iy,
идущего вдоль окружности а = а2 от точки г^ до точки о = о2, т = а

(т0 < а). Считаем, что верхний край разреза С8 и arg (г+— £+) X
X (г+ + С+) выбираются так же, как и в случае разреза С±.
Интегральное представление вдоль верхнего края разреза С8 и формула
его обращения получаются из соответствующих равенств для

разреза Сг (90), (91') при условии, что в интеграле в качестве нижнего

предела вместо нуля подставляется т0 и величина v (х, у) заменяется

величиной v (х% у) — С {у)> где

к_

с w)=-f (»- -fr)2 ImNsh-* -ч^) •

Интегральное представление скачков вдоль разреза С8 и формула
его обращения точно такие же, как и в случае разреза С19 т. е.

совпадают с равенствами (90'), (9Г).
Для разреза С3 вдоль дуги окружности о = а1э левым концом

которого является точка

z0 = x0+iy0=iqcth-?±±*!Lt

а правым — точка а = olf т = а (т0 < а), все формулы получаются
точно так же, как и в случае разреза С8 при условии, что вместо а2

подставляется <V< 0. При этом выбор верхнего края разреза Сз
и arg (г* — £+) (г+ + £+) предполагается таким же, как и в случае,
разреза Сг.

Наконец, рассмотрим случай, когда точка г0
= х0 + iy0 =

= iq cth °2
^

*т°
является правым концом разреза С4 вдоль дуги

окружности а = а2, соединяющего точку Zo с точкой а = а2, т = а

(т0 > а). Верхний край разреза С4 и arg (г+ — £+) (г+ + £+)
выбираем так же, как и в случае разреза С2. Интегральное
представление вдоль верхнего края разреза С4 и формула его обращения
получаются из соответствующих формул для разреза С2 (92), (93)
при замене в них нижнего предела интегрирования я на т0 и вели-
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чины и (х, у) на v (х, у) —С* (у), где

С-(|,)-£-(JL- l)Tlm(/Wsh-*^+i^e"'nT}.
^

Интегральное представление скачков на разрезе Сл и формула ~ето

обращения такие же, как и в случае разреза С2, т. е. совпадают с

равенствами (92'), (93').
Для разреза С\ вдоль дуги окружности о = al9 правым концом

которого является точка Zq = х0 + iy0 = iq cth 0l
^ *т°, а левым —

точка о = olf т = а (т0 > a), все формулы
получаются точно так же, как и для

разреза С4, только вместо а2 подставляется ох < 0.

При этом выбор верхнего края разреза С4 и

arg (z+ — £+) (г+ + £+) предполагается таким

же, как и в случае разреза Ci
Пусть теперь С — какая-либо разомкнутая

(для определенности гладкая) кривая, лежа- Рис. 14.

щая вместе со своими концами в правой
полуплоскости г = х + iy> г0 и zx

— ее начальная и конечная

точки. Проведем вдоль С разрез и условимся в качестве верхнего

края С+ разреза С принимать тот край, для которого при обходе

разреза С от точки г0 до точки гх ограниченная им область остается

слева (рис. 14). Пусть / (г) = и (х, у) + iv (jc, у) — х*-аналитиче-
ская функция, представимая в виде

Нг) = и (х, у) + iv (х, y) = P(f (г)), (94)

где Р (f (г)) — оператор (54), / (г) — аналитическая функция в

окрестности разреза С. Тогда можем написать

г
__

k к

- [/(*)]* = Re J* (Ц^)1'" I/ (С)]* (2-£)Т_1 (5 + 0Т~' <К +
г

+ Пш jV(01±(5--Li^)(2-C)T"l(5 + oT",d5. (95)
г

где интеграл от z до zx берется вдоль кривой С. Таким образом, для
скачков ^-аналитической функции / (г), определенной равенством
(94), на разрезе С справедливо равенство

[/(*)]*-/>([/(*)]*), (96)

где Р (/ (г)) — оператор, определенный равенством (54), в котором
контур Г совпадает с частью кривой С от точки zx до точки г.
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§ 4. РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ХАРАКТЕРИСТИКОЙ р«х*

В предыдущем параграфе установлены формулы обращения
основного интегрального представления р-аналитических функций
комплексного переменного г = х + iy с характеристикой р = jc* /

в декартовых, полярных, биполярных и видоизмененных биполяр-^
ных координатах.

В настоящем параграфе в соответствии с работой [16] дана

постановка краевых задач р-аналитических функций с

характеристикой р = хк и применение указанных выше формул обращения
к решению этих задач в замкнутом виде. В частности, при k = 1

получаются решения в квадратурах соответствующих краевых
задач теории осесимметричного потенциала. Среди последних имеются

такие задачи, решение которых в Замкнутом виде до настоящего

времени не было известно.

Решение краевых задач

в декартовых координатах

Пусть в дальнейшем ф (х) и Ф! (х) — заданные достаточное число

раз непрерывно дифференцируемые функции от х при 0 < х < оо,

ai> Pi» °&2> Рг — заданные вещественные постоянные, а? + Р? Ф О,

а! + pi ф О,

Задача 1. Пусть g — правая верхняя четверть плоскости: х > О,

у > 0. Требуется найти функцию / (г) = и (дг, у) + iv (дг, у), **-
аналитическую в gy непрерывную на границе g, за исключением,

может быть, точки (0, 0), и удовлетворяющую краевым условиям

и\у=0=Ф(х), 0<*<оо, (97)

t?Uo = 0, 0<*/<оо, (98)
а при z -►■ оо — дополнительному условию

1(г)-о(\гП zag. (99)
В соответствии с (54) и (58) ищем решение задачи в виде

/ (2) = { [*•-*« (5, у) + Щр (6, у)) (** - р)2 dg, (100)
о

где / (г) = и (х, г/) + iv (х, #) — функция, аналитическая в g,

v\x=o = 0. Из формулы обращения (59) при 0 < х < оо получаем
/

и(х,0) = о (*2-£2)2 (101)

■ lir^W^1 , * = 2m.
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Положим и (—х, 0) = и (х, 0) и будем считать, что функция
и (xt 0) на всей оси х правильно непрерывна и в окрестности
бесконечно удаленной точки удовлетворяет условию Н (у), т. е.

M*i) — «(*1)1<Л|т- — т-Г. -4 = const >0, v = const>0,

при достаточно больших | хг | и | х21. Тогда, учитывая, что у (0, оо) =
= 0, по формуле Шварца (40') получаем

оо

/(*) = U (X, у) + iV (X, у) - -1 j
"КЩ>-« ^ + °' <Ю2>

где а = и (оо, 0). Подставляя (102) в (100) и учитывая, что

lim/ (г) = а [84, 86], убеждаемся, что функция / (г), определен-
г-*оо

У>0
ная равенством (100), удовлетворяет условию (99)4. Таким образом,
решение задачи 1 (непрерывное в точке г = 0) записывается в виде

равенства (100), где / (г) — аналитическая функция, определенная

равенством (102), т. е.

f(z) = u(xt y) + iv(x, (/) =

0 L —оо

f* u*(t,0)dt ]
Г 3 *-t у—оо J

+ чш± \ -;'i7" 14.

где

г

C = 6 + ty. ii*(*,0) = w(*,0) —а, 6=а—

2Г (тЧ)
Если порядок интегрирования по £ и по / можно изменить,

последнее равенство принимает вид

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =

4 В самом деле,
1

«<*.*) = J«(*ft У)(1-Ра)2 > = 0(1),
4—1

о

"(*, У) - х* f per (*Р, у)(1 - Ра)2 <*Р => о(| г |*), | fМ |-о(| г|*).

Заметим, что в силу этих равенств при постановке задачи 1 условие (99) можно

заменить условиями и (х, у) => О (1), v (х, у) =» о (|г|*) при 2 -*■■ ОО.

215



—eo L __*

1 2ju J / — ij/
— g b d/,

и в частности при k = 1
оо

/>)-И*, в)+ '*"<*.*>-«-?- +J [Re ^_^_w +
О

+nm(T^=W + i)}{u{t'0)-a)dt'
где в соответствии с формулой (101)

»('^—H-arJTCT- «=ЬтЫ(/,0).
о

Задача V. Условия такие же, как и в задаче 1, только (97)
заменяется краевым условием

I \у==0 = Ф (х) **-', 0 < х < оо. (97')

Здесь xv (ху 0) при 0 < х < оо, в силу (114), определяется правой
частью равенства (101). Положим v (— х, 0) = — v (jc, 0) и будем
считать, что v (х, 0) на всей оси и в окрестности бесконечно
удаленной точки удовлетворяет условию Н (у). Тогда легко получить

/w--s-f-i^5-*+e- <102')
—со

где а — произвольная вещественная постоянная. Решение задачи
Г (непрерывное при г = 0) записывается в виде равенства (100),
где / (г) — функция, определенная равенством (102').

Задача V\ Условия такие же, как и в задаче 1, только (97)
заменяется краевым условием

(а^й— рА=о = Ф (х) xk~K 0 < х < оо, (97")

а условие (99) — условием, заключающимся в том, что / (г) при
подходе к бесконечности имеет тог или иной порядок роста.

Берем искомое решение задачи в виде (100). В силу (59) значения
(аги — ^xxv)y=Q при 0 <: х < оо определяются правой частью

равенства (101). На основании краевого условия (98) v(—jc, 0) =
= — v (х, 0), и (—дг, 0) = и (х, 0). Таким образом, приходим к

задаче Римана — Гильберта для верхней полуплоскости z = х.+ iy
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при краевом условии

(ахи — PxXiO^o = Ф (х), —оо < х < оо, (103)
где ф (х) при х >0— функция, определенная правой частью

равенства (101), ф (— х) = Ф (*). Записав решение этой задачи в

квадратурах и подставив его в (100), получаем решение задачи \*
в явном виде.

Задана /"'. Условия такие же, как и в задаче Г, только (97")
заменяется краевым условием

(«,« - Pi "|г)^0 - *<*>' 0 <х< оо. (97'")

Приняв искомое решение задачи в виде (100), из формулы
обращения (61) находим

{ах Re / (г) + рх fan -^Г1) - Ф (г), 0 < х < оо, (104)

где ф (х) — функция, определенная правой частью равенства (101).
Введя функцию F (z) = ах f (г) — фх ^ » краевое условие (104)
и условие ф=о = 0 можем записать соответственно в виде

Re F (г) |^0 = Ф (*)> 0 < а: < оо, (105)
lm F (г) \x=s0 = 0, 0 < у < оо. (106)

Записав решение задачи Римана — Гильберта для области g (105),
(106), а затем и / (г) в квадратурах и подставив f (г) в (100),
получаем решение задачи Г" в явном виде.

Задача 2. Пусть g — полуполоса (0 < л: < оо, 0 < */ < Л —

= const). Требуется найти функцию / (г) = и (х, у) + iv (jc, у),
^-аналитическую в g, непрерывную на границе gt за исключением,

может быть, точек (0, 0), (0, Л), и удовлетворяющую краевым
условиям

(а^-'н — ^v)y=0 = Ф (х) хк~\ 0 < х < оо, (107)

(а1**-1а - P2Jb=„ = Фх (х) **-■, 0 < х < оо, (108)

^1^0 = 0,
(
0<*/<Л. (109)

Приняв искомое решение в виде (100), так же как и при решении
задачи 1'", приходим к задаче Римана — Гильберта для полосы
— оо<дг<оо, 0 < у < h при краевых условиях

(ахи — №)у==0 = Ф (х), — оо < х < оо, (110)

(а2и — $2xv)y=h = Q>i(x), — оо<*<оо, (111)
где при 0 < х < оо Ф (jc) — функция, определенная правой частью

равенства (101), Фх (х) — правая часть равенства (101) при условии,

что Ф (|) и Ф (х) заменяются на Фх (£) и Фх (*), ф (— х) = Ф (*),
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Ф2 (— х) = фх (х). Записав / (г) в квадратурах и подставив в (100),
получаем решение задачи 2 в явном виде.

Пусть для определенности h = я. При помощи формул Со-
хоцкого убеждаемся, что мнимая часть аналитической функции

f (z\ = — f° ф (0sh ^ L f° ф1 (Qsh (* +'*) d*
' * '

я J ch/ —chz л J chtf+ta) — ch* »

или

,(,)-„(x,lf) + ,o(x.*,-^J[-ar^i--T^«r.]eh«.
0

обращается в нуль при jc = 0h принимает заданные значения Ф (х)
и Фх (х) соответственно при z = х и г = х + Ы (х > 0).

В качестве примеров полученного решения задачи 2 запишем

/ (г) при к = 1 в следующих двух случаях: 1) аг = о^ = 0, рх =
= Ра = — 1, 2)0^ = ocg = 1» Pi = Рг = 0- В первом случае в силу
(100) получаем

f(z) = u(xfy) +iv(x, (/) =

0*0

я J [ ch/-chj chf + ch£ J | )/^2__£2
»

о '

где в соответствии с формулой (101)

о о

Во втором случае, взяв / (г) в виде (62), находим

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =

во I 0

+

C-6 + fc.
где в соответствии с (63)

х '
п dt J j/^2 _ ^а

' 1У '
п dt J |/^2 _

Ot (А,) ЫА,

T5
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Задача 2'. Условия такие же, как и в задаче 2, только (107)
и (108) заменяются краевыми условиями

(^ -Pi -g-)^ = Ф(4 0<*.< оо, (107')

(^-Р»"^")^ = *i<*>• 0<х< оо. (108')

Приняв искомое решение задачи в виде (100), приходим к задаче

Пуанкаре для области g при краевых условиях (104) и

t; |^о = 0, 0<y<h, (112)

(exiRe/(ar) + fcIm4r-) -®iW. 0<х<со, (113)

где Фх (х) — правая часть равенства (101) при условии, что вместо

Ф (£) и Ф (х) подставляются Ф2 (Q и Фх (*). Легко видеть, что эта

задача сводится к задаче Римана — Гильберта для области g в

таких частных случаях: a) Pi = р2 = 0» б) аг = о^ = 0, в)^ = Р2 =
= 0,' г) 0&2 = рх = 0, д) ахр2 — «aPi = 0. Во всех этих случаях

функция / (г) может быть найдена в квадратурах. Подставив ее

в (100), получаем решение задачи 2' в явном виде.

Пусть в дальнейшем Ф (х), Фх (х) и V (х), Wt (х) — заданные

достаточное число раз непрерывно дифференцируемые функции от х

при 0 <! х <. а и соответственно при 6 •< х < оо.

Задача 3. Пусть g — то же самое, что и в задаче 1. Требуется
найти функцию / (г) = и (х, у) + iv (х, у), д^-аналитическую в g,
непрерывную на границе g, за исключением, может быть, точек

(О, 0), (а, 0), и удовлетворяющую краевым условиям (98) и

и|^0==Ф(*), 0<х<а, (114)

»||М>в*М**-!. а<х<оо. (115)

Обратим внимание на то, что здесь, а также в некоторых других
случаях при постановке краевых задач ^-аналитических функций
мы не формулируем заранее каких-либо условий о поведении

функции / (г) при подходе к бесконечности и к точкам разделения типов

краевых условий (0, 0), (а, 0). Эти условия, в силу самого способа

решения указанных задач, должны вытекать из соответствующих
условий для аналитических функций, через которые выражаются
искомые ^-аналитические функции. Таким образом, решения
краевых задач ^-аналитических функций будут зависеть от выбора
класса решений соответствующих краевых задач аналитических

функций (§ 1).

Ищем / (г) в виде (100), считая, что выполняется краевое условие
НО, 11]

f|*=o = 0, 0<j/<oo. (116)
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Из формулы обращения (59) получаем

и\у=0 = Ф(х), 0<лг<а, (117)
где Ф (х) — правая часть равенства (101). Предполагая, что / (г) с
С Mi в области g, при помощи интегрального представления (62)
из формулы обращения (63) получаем

x\m{f{z)e V2 )]y=s0 = xy(x)t a<x<00, (118)
где

У(х) =

<f""y(E) S;ft-l 6ft

(_i)-V/"*w^-
(d*2)"

(£2-*2)2

& = 2m.

кф2ту

(119)

Записав решение задачи Римана — Гильберта для области g при

краевых условиях (116), (117), (118) в квадратурах и подставив его

в (100), получаем решение задачи 3 в явном виде. Например, при
k = 1 это решение можно записать следующим образом:

0 L —оо —оо J

C-E + fc.
или

/>)= URe /
- +ilm(-7=L-~iy +t)\u(t, 0)dt,

J I Vx*-(t-iy)*
^

\Yx*-(t-iy)*
T

/J (120j
где в соответствии с (101) и (119)

/ ~

2 d f Ф(Щ п ^,^„

и 0.0)- { , _ (121)
-2_J__fL г
я f dt )

У (X) - D
ш9 а<^<оо,

5 В силу того что и (—g, у) =*
и (£, у), t; (—%ty) =» —о (£, #), а также на

основании (48'), (49')

2ш I-
ьч

О К*2-!2

s- Res

Res
6

2 e^-ft, (t-iy-QVx*-?

2 |=M (f — ty — |) |/"x2 — ga •'

arg(*a — I2) = 0 при !<x, arg(x2 — |2) = я при 1>х.
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D — постоянная. При этом предполагается, что выполняется одно

из следующих условий:
а) функция и (/, 0) при t -> оо удовлетворяет неравенству

\и (/, 0) | < A j /(-1-8 (А = const, е = const > 0) и аналитическая

функция
ос

/(г) = и(х, у) + iv (х, у) = 4" j -TZTT* <122)
—оо

в верхней полуплоскости принадлежит множеству М19 т. е.

l/^IOllzl-1-8 при *-*оо;

б) указанная аналитическая функция / (z) регулярна в

бесконечно удаленной точке и имеет в этой точке нуль не ниже первого

порядка, что, например, справедливо, если функция и (tt 0)
тождественно равна нулю при \t\> N, где N —достаточно большое

число.

При этом в случае «а» постоянная D в равенстве (121) равна нулю,
в случае «б»

D = 4"Im f2™ Res /Ф <£--_»> -, arg (х2 - £2) = — л, (123)
4 L с— l/<*-D(* + 0 6>*

или
оо

D =
-j- ju(f,0)#. (123')

—оо ^

При выполнении условия «а» высказанное утверждение очевидно.

Справедливость этого утверждения при выполнении условия «б»
вытекает из следующего замечания, имеющего важное значение.

Интегральные представления (58) и (62) при k = 1 взаимны с

точностью до постоянного чисто мнимого слагаемого, т. е. с точностью

до указанного постоянного слагаемого определяют одну и ту же

х-аналитическую функцию / (г), если выполняется условие «б».
Дело в том, что при выполнении этого условия справедливо равенство

f(z) = и (дг, у) + iv (дг, у) = $[и (I у) + l\V ft, у)] (X2 - £2)
2

d% =
о

= j {Re [/ (0 е Т] + Ц Im \f (£) е Т]} (|2 - *»)" Т <*§ +
оо

+ / -1- Im Г2я/ Res /ЮС-») 1
.

L £=~ K(z-D(* + 0 J

Отсюда, в частности, следует, что при выполнении условия «б»

формулы обращения (101) и (119) выполняются одновременно,

только в (119) вместо V (X) подставляется ¥ (Я) — D, Если Ф (Я) —D = 0
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при 1 > N > 0, где N — достаточно большое число, то указанное
выше решение

6
задачи 3 при k = 1 принимает вид

n

/<*) - ~и(х, y) + W(X, у) - J [Re yxi_\t_iy)t +
О

+ nm{vw^w + ')\ui'-0)i''
где и (/, 0) определяется равенствами (121) при условии, что во

втором из этих равенств в интеграле в качестве нижнего предела

вместо бесконечности подставляется число N и при Ф (f) = с =

= const, T(/)-Ds0
а

J(г) = с— [ [Re .

'
=- + Omi

r
l-iy=^- + i)]di,

0

или

f(z) = u(xt y) + iv(x, y) = c|- [Im In (t/ + ш + Vx* + (y + iaf) +

+ i Im (— У x2 + (у + iaf + ia)\.

Задача 3'. Условия такие же, как и в задаче 3, только (114)
и (115) заменяются краевыми условиями

(о,**-1* -MVo = Ф (х) х*~К 0 < х< а% (114')

(a2xk-*u — РА-о= Ч^*)**-1, а<*<оо. (115')

Приняв / (*) в виде (100), как и при решении задачи 3, получаем
краевые условия (116) и

(аги — hxv)y=o = Ф (*), 0 < х< а, (117')

где Ф(х) — правая часть равенства (101). Предполагая, что / (z) CZ

cz Ml9 из формулы обращения (63) получаем

{а2Яе[/(г)^Я(Т",)]-Р^1т[/(2)е"/Я(Т~,^о= V(*). (118')
a<jc<oo,

где¥ (х) — правая часть равенства (119). Записав решение задачи
Римана — Гильберта для области g при краевых условиях (116),
(117'), (118') в квадратурах и подставив его в (100), получаем
решение задачи 3' в явном виде.

6 Отметим, что на основе результатов работы [10] задача 3 рассматривалась в

работе [98]. Однако в этой работе были допущены некоторые неточности. К
решению задачи 3 при k = 1, в частности, сводится задача теории осесимметричного
потенциала для полупространства, когда на плоскости, ограничивающей
полупространство, внутри круга радиуса а с центром в начале координат заданы значения

потенциальной функции, а вне этого круга — значение ее нормальной
производной. Решение последней задачи теории осесимметричного потенциала
получено во многих исследованиях (например, [100—102]).
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Задача 3'. Условия такие же,, как и в задаче 3, только (114)
и (115) заменяются краевыми условиями

(«i«-Pi-J-) -*W. 0<х<а, (114*)

•h tL-*«* а<х<оо. №)

Ищем / (z) в виде (100), получаем
краевое условие (116). Как и при решении
задачи Г", из формулы обращения (61) у,
находим

(a, Re / (г) + р, Im -*$-) = Ф М.

0<*<а, (117й)
где Ф (jc) — правая часть равенства (101).
Предполагая, что / (г) с Мг, из

формулы обращения (65) получаем

a2 Re [/(z)e,-*(тЧ]

/
*

-.

а<х<оо,

где Т (х) — функция, определенная правой частью равенства (119).
Таким образом, определение аналитической функции / (г) с Мг

сводится к решению задачи Пуанкаре для области g при краевых

условиях (116), (117"), (118"). Эта задача в случаях «а», «б», «в»,

«г», «д», указанных при решении задачи 2', приводится к задаче

Римана — Гильберта для области g. Записав решение последней

задачи в квадратурах и подставив f (г) в (100), получаем решение
задачи 3" в явном виде.

Лемма 1. Пусть g — область, ограниченная двумя отрезками
мнимой оси L (уг > у > у2) и Lj (у3 > у > у^ и двумя контурами

у и у* (рис. 15), f (г) = и (*, у) + iv (xt у) — хк-аналитическая
в g функция, определенная интегральным представлением (54) с

начальной точкой контура Г на L, при условии, что lim arg (г — £) X

X (z + 0 = 0 при г = х + iy, £ = Е + iy, I -» 0, х -+ 0 (х >£,
Уг> У> Уъ). Тогда, если выполняется условие

ImI/(2)e-'**]Ll = 0, (124)
то вдоль прямых у =■ const у8> У> У& лежащих в g, справедливо
представление

т-ш+м*)- (125)
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Здесь Д (г) = и г (дг, у) + ivx (дг, у) — ^-аналитическая в g функция

/1 М = f {*'-* Re [/ (О *-**] + «Im {/ (£) г-"*]} (*■ _ ^
2

dg> (126)

где г = х + iy, £ = % + iy, при этом vx\Lx = 0. Функция f2 (г) =
= "2 (*> #) + ^2 (*> У) ^-аналитическая вне точек контура у*
и определяется равенством

v

+ 'Imj/tt)(c J^£)(«-0T"l(i + C)T"I«. (127)
V*

где интегрирование по у* ведется в отрицательном направлении
(при обходе у* в указанном направлении точки области g остаются

справа), нормировка arg (г — £) (г + £) такая же, как в (54). При
этом, если k = 1,

*2|*=о= ImJ f(l){l-iy)(iy-l)
2

(-iy + Q
2

d£ = C = const.

V*

(128)
В самом деле, по условию v \L = 0 (по самому определению

интегрального представления (54), случай «а»). Из (126) в силу условия

(124) получаем ~vx\L = 0 [10, 111.

Пусть г = х + iy — точка на прямой у =* const, лежащей в

S (Уз > У > #4)- Введем обозначение х

J (г, S) - Re J дг1-*/ (?) (г - £)Т
"'

(г + J)"2""' d£ +
s

— —1 ——1

+ Пт|/(£)(£-и/)(г-£)2 (г + £)2 <*£, (129)

v где 5 — любой контур в gt не проходящий через точку г = х + iy.
Имеем

У (г, Г) + У(г, Sx) + У (г, S2) + У (г, S3) + У (г, S4) + У (г, S6) = 0.

Здесь У (г, Г) = / (г), S! — окружность | г — £| = р, обходимая
в направлении движения часовой стрелки, S2 — горизонтальный
отрезок, соединяющий указанную окружность с точкой (0, у), 58 —

отрезок мнимой оси, соединяющий точку (0, у) с точкой (0, уА), 54
совпадает с контуром у*, обходимым в положительном направлении,

Sb — отрезок мнимой оси, соединяющий точку (0, у0) с точкой
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(Of J/2) (см- Рис- 15). Из (129), учитывая, что v\L = 0, получаем
J (г, 56) = 0. Далее,

lim У (г, Sx) = 0, J(z,S2) £(2), J (г, S4) = - f2 (г),
p-0

У (г, S3) = Re Г *»-*/ (£) e-<"k (2 - щ)2 (2 -f14)2 dir\ +
i

+ / Im J / (О (/T| - /*/) (2 - it|)
2

(г + щ)2 d/T|
s3

и, следовательно, J (г, S3) = 0. Поэтому равенство (125)
справедливо. Равенство (128) очевидно. Лемма доказана.

Следствие. Если контур у* вырождается в бесконечно удаленную
точку и аналитическая функция / (z) принадлежит Мх в области g,
то представление (125) принимает вид

/(*>-/,(*). (125')
Задача 4. Пусть g — правая полуплоскость z = х + iy с

разрезом Сг вдоль отрезка вещественной оси [0, а]. Требуется найти

функцию f (z) = и (xt у) + iv (х9 у), ^-аналитическую в gt

непрерывную на границе gy за исключением, может быть, точек (0, 0+)
(0, 0""), (а, 0), и удовлетворяющую краевым условиям

и l^+o = Ф (х), 0 < х < а, (130)

и\у=-о = Ф, (х), 0 < х < а, (131)

wUo=-Of 0<*/<оо; J 1^0 = 0, -оо<*/<0. (132)

Решение задачи ищем в виде (54), принимая за L часть мнимой оси

0 < у < оо. Поэтому функция / (z) удовлетворяет краевому
условию (116). Предположив, что / (z) а Ми приходим к выводу, что

при у < 0 справедливо представление (125') и выполняется краевое

условие
Irn [/ (2) rto*U = О, — оо < у < 0. (133)

При помощи формул обращения (59) получаем краевое условие
(117) на С? и

Re |/ (2) е-"%=_о = а>! (х), 0 < х < а, (134)

где Фг (х) — функция, определенная правой частью равенства (101)

при условии, что вместо Ф (|) и Ф (х) подставляются Фх (g) и Фх (х).
Записав решение задачи Римана — Гильберта для области g при

краевых условиях (116), (117), (133), (134) в квадратурах и подставив

его в (54), получаем решение задачи 4 в явном виде. Например,
при k = 1, пользуясь формулами Сохоцкого, находим решение
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задачи Римана — Гильберта (116), (117), (133), (134) в виде
7

О

1 ' ]у^^^^\тЬ--ттт\^+
Уд2— zsл ш

где

ф*(,) =
ФЮ + Ф>(0

, ф;(0= Фй-^й
f

ф
2 d Г Ф(Х)Ш л/л_

2 <* Г Ф!(Я)Ш

о о

arg (а2 — /2) = О, a arg (а2 — z2) считается равным нулю, когда
точка г лежит на верхнем крае разреза Сг.

Пусть вначале Ф*\ (f) = 0. Подставим / (z) в (100), считая

у>0. После преобразований полученного выражения,
аналогичных преобразованиям, указанным при решении задачи 3, находим

f(z) = u(xt y) + iv(x, у) =
а

= ГГИе
Г

1
=- + Пт/ -

'~iy +i)]<I>*(t)dL
0

Пусть теперь Ф* (0 s= 0. Подставляя / (z) в (100) при у > 0,

получаем

—д: L 0

о J

X С = S + #.

ИЛИ
« г *

v
<%

+ Mm-L_ О » f ' L_\ 6д
■£2

X!

л.

' При этом мы учли, что построенная функция / (г) удовлетворяет условию
«б», указанному при решении задачи 3, т. е. интегральные представления (58)
в (126) взаимны с точностью до чисто мнимого постоянного слагаемого.
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Таким образом, в общем случае решение задачи 4 при k = 1
можно записать в виде

J(z) = u(x,y) +iv(x,y) =

а

0

+ J
Re -Щ- J y^rf [T=T~~i+i) V*=¥

+
0 L _*

oIwW—ли.j./lm_L_ С ' / ' i \ ifi

—X

C = E + #. (137)

При этом только во втором из равенств (132) в правой части вместо

нуля может быть некоторая постоянная, определяющаяся вычетом
аналитической функции / (z) в бесконечно удаленной точке (равная
2D, где D определяется равенством (123)).

Задача 4'. Условия такие же, как и в задаче 4, только (130)
и (131) заменяются краевыми условиями

(а^и —М^+о = Ф (х) х*-\ 0 < х < а, (130')

(а^ы-рЯ^-о^ Ф1(х)хк-\ 0<*<а. (13Г)

Приняв / (гУ в виде (54) и предположив, что / (г) cz Мъ как и в

предыдущей задаче, приходим к краевым условиям (116), (133),
(117') и

KRef/^e-'**] -Р3* Im [/(г) e~ink]}y=_0 = Фх(*), (134')
0 < х < а,

гдеФх (х) — функция, определенная правой частью равенства (101)

при условии, что вместо Ф (£) и Ф (х) подставляются Ф2 (£) и ФА (х).
Записав решение задачи Римана — Гильберта (116), (117'), (133),
(134') в квадратурах и подставив его в (54), получаем решение
задачи 4' в явном виде.

Задача4". Условия такие же, как и в задаче 4, только (130) и (131)
заменяются краевыми условиями

(ai"~ Pi -|-) _+0

= *(*)f °<х<а> (130")

(аа« - Р.--0-) =_о

= ^1 W> 0<*<a. (131")

Методика решения этой задачи такая же, как и задачи 4', только
вместо (117'), (134') в соответствии с формулой обращения (61)
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выполняются краевые условия (117") и

[a2Re[f(z)e-ink] + Р2 lm [-^^]^ = Фг(х). (134")

0<х<я,

где Ф! (х) — правая часть (101) при условии, что вместо Ф (Q и Ф (х)

подставляются Фг (£) и (Х^ (х). Таким образом, определение функции
f (г) cz Mi сводится к решению задачи Пуанкаре для области g при

краевых условиях (116), (133), (117"), (134"). Эта задача с помощью

сведения к задаче Римана — Гильберта для области g может быть

решена в квадратурах в случаях «а» — «д», указанных при решении
задачи 2'. Во всех этих случаях, подставляя / (z) в (54), получаем

решение задачи 4" в явном виде.

Задача 5. Пусть g
— правая полуплоскость г = х + iy с

разрезом С2 вдоль интервала вещественной оси (&, оо). Требуется найти

функцию f (z) = и (х, у) + iv (х, у), ^-аналитическую в g,
непрерывную на границе g, за исключением, может быть, точки (&, 0),
и удовлетворяющую краевым условиям

(агхк-1и — №)у== +о = V (х) xk~\ Ъ < х < оо, (138)

(а^ск"хи — рД^. _0 = % (х) xk~x, Ъ < х < оо, (139)

ф=о = 0, — оо<г/<оо. (140)

Приняв f (z) в виде (100), получаем

V \х=0 = 0, — оо<*/<оо. (141)

Предположив, что / (z)a Мъ при помощи формулы обращения (63)
заходим

\ъЪеи(г)е^я№-Ч]-Ьх1т и(г)е~Ы^%у=+о = *(*), (142)

(о© b<:jc<oo,

{a,Re [f(z)ein\^'X\ -Pfx lm [/(г)е'Я^~Ч]}^_0 = ад, (143)

6<*<oo,

где ¥(x) — правая часть равенства (119), XS1 (х) определяется

правой частью равенства (119) при условии, что вместо *Р (J-) и Y (х)

подставляются Ч^ (£) и ^(дс). Записав решение задачи Римана —

Гильберта (141), (142), (143) в квадратурах и подставив его в (54),
Получаем решение задачи 5 в явном виде.
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Задача 5'. Условия такие же, как и в задаче 5, только (138) и

(139) заменяются краевыми условиями

аАи
— Ра

ди

у=+о

= ¥(*), 6<л:<оо, (138')

у=-0

= ¥,(*), 6<*<оо. (139')

Приняв /(г) в виде (100), получаем краевое условие (141).
Предположив, что / (z) cz Мъ при помощи формулы обращения (165)
находим

■IHi-«iRe[/(2)e

-P,Im
Г df(t

L *
w_ <,-'"-

P2Im

\a2Re\f(z)e

df(2)

<*<оо,

■-(t-),_

(144)

<fc ) y= —0
(x), (145)

Рис. 16.

&<*< oo,

где *Р(лг) определяется равенством (119), а

Ч^ (*) — правой частью этого равенства при

условии, что вместо ЧЦ) и ¥(*) подставляются

^i (I) и ^1 (х)< Эт° означает, что функция / (г) с Мг должна быть

решением задачи Пуанкаре для области g при краевых условиях

(141), (144), (145). Последняя задача в случаях «а» — «д», указанных

при решении задачи 2', сводится к задаче Римана — Гильберта для

области g. В этих случаях / (z) находим в квадратурах. Подставиь
/ (z) в (100), получаем решение задачи 5' в явном виде.

Лемма 2. Пусть g
—

правая полуплоскость г — х + iy с

разрезами Сг и С'2 вдоль интервалов вещественной оси (0, а) и (Ь, •.■■■.

(Ь > а) (рис. 16), f (z) = и (ху у) + iv (ху у) — функция, х-анали-

тическая в gy определенная интегральным представлением (54)

/(2) = Re j/(СИ*-» (2 + о
г d: +

-И1пф(£)(&--н^)(г-» 2(г + 0 J #; (54')

при условии, что в качестве L берется часть мнимой оси 0 «< у <С со.

Тогда, если / (г) cz Л^ eg, т. е. f (z) = О (| г!"-1-6) (г = const > 0),
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то при Im г < 0 справедливы представления

7w-7iW + 7iW, (не)

7(г) = /1(г)+7Нг), (147)

где

7Х (г) = их (дг, у) + «Si (*, у), 72 (г) = и2 (х, у) + iv2 (х9 у),

?Г (г) = и
*

(х, у) + iv\ (х, у), JI (г) = и 2 (*, у) + Л;2 (*, У)

являются х-аналитинескими функциями, определенными равенствами
i

U (г) = J (- и (|, у) - igtf (5, у)) (лг2 - Г) 2 rfg, (148)

U (г) = Re J I/ (£)Д J* (g - г)" (г +1)~" d£ +
oo

+ t Im J \f(l)e * ]± (|_ф)(|_2)
» (г + g) 2 ^ (I49)

00

* 1

П (2) = j (v (I, y) - ilu (Ш) (I2 - *2fT dl, (150)
00

/2 (2) = Re j [/(|)]± (2-|) 2 (z + I) 2 dl +

r° _-L . _JL
+ iha\ 1/(6)1* (6 - u/) (2-6) 2 (2 +1)

2 dg. (151)

В частности, на вещественной оси

и, (х, 0) + iv2 (х, 0) = J (- [v]* + $ [«] *) (|2 - x*) * dg, (149')
00

й(^0) + й2*(дг,0) = J(M± + fEW*)(^-g1)
2 rfg, (151')

6

a <x< 00.

В самом дел^, равенство (146) непосредственно получается из

(125), если в качестве у* взять разрез С2 и учесть, что / (г) а Мг.
Равенство (147) получается точно так же, если взять интеграл (129)
по замкнутому контуру, указанному на рис. 16, деформируя его

за счет неограниченного увеличения R.
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Задача 6. Пусть g — правая полуплоскость г = х + iу с

разрезами Сх и С2 вдоль интервалов вещественной оси (0, а) и (Ь> оо)

(см. рис. 16). Требуется найти функцию f (z) = и (х, у) -f iv (х, у),
^-аналитическую в g, непрерывную на границе g, за исключением,

может быть, точек (0, 0+), (0, 0~), (а, 0), (&, 0), и удовлетворяющую
краевым условиям

и\у=+о = Ф (х), и\у=_о = Фх (*), 0 < х < а, (152)

о^-ю- ?(4 ^=-0 = ^(4 &<*<оо, (153)

а|,=0 = 0, 0<*/<оо,
'

v\x=0 = C, _оо<(/<0, (154)

где С — некоторая постоянная (заранее не задается). Решение
задачи ищем в виде (54'), предполагая, что / (г) а Мх в области g.
При Im г > 0

t -i-
/(z) = а (х, у) + to (х, у) = J (а (|, у) + qv (Б, у)) (х2 - £*) ^ dg.

о

(155)
Отсюда следует, что первое из краевых условий (154) выполняется.

На Ct из формулы обращения (59), учитывая, что Г2 (-^) = я,

получаем

и^-Фю-^^-йвШ-, <,<,<«. (156)

Из формулы обращения (63) на Ct находим

.^_TW—XJ-^j^UJ.. »<,<-. „57,
оо

f *

Для скачка Ы± = я (дг, +0) — v (дг, —0) из (59'), (63') получаем

M*)-M*~f-s-I %Ю~-У ** 0<дг<а'(158)
а

И*«-М*-77т]-^^№ *<*<«>. (159)-

В дополнение к условию v (0, у) = 0 при 0<*/< оо, вытекаю-
'

щему из (155), будем считать, что

*|*.о = 0, — оо<*/<0, 0<#<оо. (160)
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Тогда, в соответствии с леммой 2, при Imz < 0 будут справедливы
представления (146), (147). Из (148) и (149) получаем

ь

Ъл |,=0 = 0, v2 \х=0 = J М± d£, — оо < у< оо,
оо

и, следовательно, второе из краевых условий (154) выполняется при
ь

У

С = j[tt|±d£. (161)

Из (149), (151) находим

и2 (х, 0) = ] - ti* (I) (g2 - л:2) 2 d£, 0 < л: < 6, (162)

i

?2 (х, 0) = j jla (I) I (x2 -12) 2 d£, a < л: < оо. (163)

Учитывая (146), (147), на СГ получаем

щ (х, — 0) = Ф, (х) — щ (х, 0), 0 < х < а, (164)

на СГ —

ш (л:, - 0) = % (х) - Z2 (л:, 0). (165)

Правые части равенств (164), (165) известны, и поэтому, применяя
к (164) формулу обращения (59), а к (165) —формулу обращения
(63), на СГ получаем

О
"

на С —

(167)
Таким образом, определение аналитической функции f (z) =

= и (х, у) + iv (х, у), принадлежащей Ми сводится к решению

задачи Римана — Гильберта для области g (см. рис. 16) при
краевых условиях (156), (157), (160), (166), (167). Записав f(z) в

квадратурах и подставив ее в (54'), получаем решение задачи в явном виде.

Задача 6'. Условия такие же, как и в задаче 6, только (152) и

(153) заменяются краевыми условиями

у|^+о = Ф(*), и|^-о=Ф1М, 0<*<а, (152')

и |^+0 ==¥(*), u\y^o=%(x)f Ь<х<оо. (1530
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Поступая точно так же, как и при решении задачи 6, и предполагая,
что / (г)<з Mlf из формул обращения (59) и (63) находим

У*2-!2
и

X

■ l^-VW-f^J-pffS-' *<*<«>• 057')

Для с^качка Ы* = и (х, + 0) — и(х, — 0) из (59') и (63') на

Сг получаем

а

на разрезе С2—

^^-I^-f-S-J^'J;® № &<*«*>. (159')

Считая, что краевое условие (160) выполняется, приходим к выводу,
что краевое условие (154) будет выполняться при

ь

C=\^(\)-^Al))dl. (161')

Из (149'), (151') находим

- —1
v2 (х, 0) <- ] К* (|) (£* - х2) 2 |dg. 0 < х< 6, (162')

оо

Г -—

«2 (х, 0) = )Ь (I) (х* - |2) 2 dg, а < * < оо. (163')
6

Учитывая (146) и (147), получаем

vl (х, — 0) = Ф, (х) - tT2 (х, 0), 0 < л: < а, (164')

а?(дг, — 0) = %(x)—ul(x9 0), 6<*<оо. (165')

Применяя к (164') , (165') формулы обращения (59) и (63), находим

.^-«^-i^fe^ipw. ,166',

0<Х<<2,

(167')
Таким образом, записав решение /(г) задачи Римана —

Гильберта для области g при краевых условиях (156'), (157'), (160),
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(166'), (167') в квадратурах и подставив f (г) в (54'), получаем
решение задачи 6' в явном виде.

Задана 6". Условия такие же, как и в задаче 6, только (152)
и (153) заменяются краевыми условиями

?U+o = Ф(х), v\y=_0 = Ф, (*), 0 < х< а, (152")

^=+о = *(*), v\y—o = %(x), &<*<оо'. (153")

Решение задачи ищем в виде (54'), считая, что / (г) с Мг и

выполняются краевые условия (160). Тогда краевые условия (154)
будут выполняться при постоянной С, определенной равенством
(161), и решение задачи 6" сводится к решению следующей краевой
задачи теории аналитических функций.

Задача А. В классе функций, аналитических в области g

(см-, рис. 16), требуется найти функцию / (г) = и (х, у) -f- iv (ху у)у
принадлежащую М1 (т. е. / (г) = 0(\ г\-1-е), е = const > 0, при
г ->■ оо), по таким условиям: а) выполняются краевые условия

(160), б) наС1"-заданы значения v (х, + 0) = Ф (х) (156'), в) на Ct
заданы значения и (х, + 0) = W (х) (157), г) на Сг задан скачок

[и]+ = X (х) (158'), д) на С2 задан скачок М* = |л* (х) (159). Эта

задача не является ни задачей Римана — Гильберта, ни задачей
Гильберта, ни задачей Пуанкаре и вообще ранее в литературе не

встречалась [15, 1618. Поэтому укажем один из возможных способов

решения поставленной задачи Л.

Будем искать решение задачи А в виде интеграла типа Коши
а I Ь с

/(*)=■
1

2ш

Я. (0 + *> (0

t — z
dt +

l
2ш

—оо Ъ J

Я." (Q + »>*(<) л,

f-г
°*'

(168)
где X (/) — заданная четная функция (158'), \i*(t) — заданная

нечетная функция (159), |ы (t) — неизвестная нечетная функция при
— а < / < аД* (/) — неизвестная четная функция при

— оо <

< / < — Ь, &</<оо. Очевидно, что интеграл типа Коши (168)
удовлетворяет краевому условию (160), и поэтому задача сводится
к нахождению \i(t) и X* (t).

Вместо f (г) введем новую неизвестную функцию F (г) =

= U (х, у) + iV (х, у) при помощи равенства
—ь (

,w_,w_ffM_^rj-fcfflt+^r J+J
л* (о л

f —г

(169)
8 Отметим, что если вместо краевых условий (152/г), (153") задать значения

скачков [/(г)]* на разрезах Clf С2, то по формулам (59')» (63') можно определить

на этих разрезах [/ (г)]* и записать / (г) в виде интеграла типа Коши, а

следовательно, по формуле (54') определить / (г) в явном виде.
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где Н (z) = Р (х, у) + iQ (х, у) — известная функция,

—а \» —оо & I

В силу условий «б» и «в» на Ct и на С£ соответственно имеем

V\y=+o = 0(x) — Q(x, + 0), 0<*<а, (171)
(У |^+о = V(x) - Я (*, + 0), ft < х < оо. (172)

Пользуясь формулами Сохоцкого, для предельных значений

интеграла типа Коши на Ct и на Ct соответственно получаем
а оо

Fto+\-J№Lu. ' Г 'М')2га 1 Г л.»(/)2л«1г ,т
'(2 )_—2~ +~2STJ <*-*2 +"2STJ /»-*• ' (1М)

о ь

0<х<а,
а оо

Ь/ЧЛ- ^*(*> I
* Г Ф(0 2^ |

1 Г ** (0 2*<tt
n?4vrlz >—

2
"^

2ш J ;2-*2 "^"^Tj /2-л:2 ' I1'*'

О b

b <х<оо.

Отсюда и из (171), (172) получаем интегральные соотношения,
связывающие значения \л (х) при 0 < х < а и значения X* (х) при
Ь <*< оо:

со

И*>а1г1 *'-? +2(0(x)-Q(x,+0)), 0<*<а, (175)

а

Я* (х) = -± ]' У^, + 2 (У (*) - Р (х, + 0)), Ь<*<оо.(176)
6

Подставляя (176) в (175), находим

оо а

И*) = -^-1гМЧ^Л+ С0(х)' (177)
6 о

где со (х) — известная функция в интервале (0, а),
со

с» (х) - 2(Ф (лг) - Q (х, + 0)) + -g- j"
У w ~^;+ 0)

dt, 0<х<а.

(178)

Изменяя в (177) порядок интегрирования, получаем

|i (х) = со (х) + Д- \К (х, I) |* (£) d|, (179)
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где

^.'B--?^-(sta-^r-*ln-^f). (180)

Равенство (179) представляет собой интегральное уравнение
Фредгольма второго рода с симметричным непрерывным ядром.
Решив его, по формуле (176) можем найти X* (х). Подставив (л (/)
и X* (/) в (168), получим решение / (z) задачи А. Подставив / (г)
в (54'), найдем решение задачи 6".

Задача 6'". Условия такие же, как и в задаче 6, только (152)
и (153) заменяются краевыми условиями

и|^+о = Ф(х), и\у=-о = Ф1(х), 0<л;<а, {152'")

4=+о = ^(4 и\у=-о = Чх(х)у fe<*<oo. (153'")

Решение задачи ищем в виде (54'), считая, что / (z) с Mt и

выполняются краевые условия (160). Тогда краевые условия (154)

будут выполняться при известной постоянной С, определенной
равенством (161), и решение задачи &" сводится к решению
следующей краевой задачи теории аналитических функций.

Задача А'. В классе функций, аналитических в g (см. рис. 16)
и принадлежащих Мъ требуется найти функцию f (z) = и (х, у) +
+ iv (jc, у) по следующим условиям: а) выполняются краевые

условия (160), б) на Ct заданы значения и (х, + 0) = Ф (х) (156),
в) на Ct заданы значения v (х, -f- 0) = ЧГ (х) (157'), г) на Сг задан

скачок Ы* = \х (х) (158), д) на С2 задан скачок Ы± = X* (х)
(159'). Считая функции X (х) и X* (х) четными, а функции \i (х)
и \х* (х) нечетными, ищем решение задачи А' в виде (168). В

отличие от предыдущего случая функция F (z), определенная равенством
(169), известна, а функция Н (z) = Р (х, у) + iQ (х, у) неизвестна.

На Ct и Ct функция Н (г) удовлетворяет соответственно

краевым условиям

Р|„=+о = Ф(*) — U(x, +0), 0<х<а, (181)

Q |^+о = 4(x) — V(x9+0), Ь<х< оо. (182)

На Ct и на Ct соответственно

а оо

Н(у+\ М*) ,
1 Г Mt)2xdt 1 С <>* (t) 2tdt

}ЯЪ

О 6

0<х<а,

а оо

я^ *>*(*) , 1 Г ^(0 2xdt
,

1 Г i\i*(t)2tdt 18д.

о 6

Ь<лг< оо.
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Отсюда, учитывая (181), (182), получаем
оо

^W^-iri £-* +2(<b(x)-U(xt+0)), 0<х<а, (185)
ъ

а

i**w=--i-j-^=S-+2CFw-v(^+0))» *<*<°°- (186)
6

Подставляя (186) в (185), получаем интегральное уравнение Фред-
гольма второго рода с симметричным непрерывным ядром

а

М*) = о» (*) + -=г $*(*.£)*©<& О79')

где

оо

w(x) = 2(O{x)-U(x,+0))-±^ Y(<)~^'+0) tdt, (178')
b

0<*<a.

Если решение интегрального уравнения (179') найдено, то \i* (х)
можно определить равенством (186). Подставив X (х) и jli* (х) в (168),
получим решение / (z) задачи А'. С помощью подстановки / (z)
в (54') находим решение задачи 6'".

Таким образом, замечаем, что решение задачи 6"' полностью

сводится к решению интегрального уравнения второго рода с

симметричным непрерывным ядром К (х, £), определенным равенством
(180').

Решение краевых задач

в полярных координатах

Пусть в дальнейшем Ф (0), Фх (6), Ч? (9) и Wt (0) — заданные

достаточное число раз непрерывно дифференцируемые функции от 0

при J" ^
^ < -^- и соответственно при а < 6 < -^-> где а =

= const (— y < а < y ], х (*) и Xi (х) — заданные достаточное

число раз непрерывно дифференцируемые функции при 0 <: х <: хх

и соответственно при хх < х < оо, хх = const. Далее, / (г) =

= и (х, у) + /у (х, у) — искомая функция, ^-аналитическая в

области g и непрерывная на границе gt за исключением, может быть,
отдельных точек, которые мы будем называть исключительными

точками.
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Задача 7. Пусть g — полукруг в правой полуплоскости г =

= лг + iy, ограниченный дугой окружности z = pew (— -^- < 0 «С

<-2-) и отрезком мнимой оси [— р, р]. Краевые условия для

функции / (z):

и |2«р*/е = ф (9),

v \х=0 = О,

-f<e<^-, (187)

(188)— р<*/<р.

исключительные точки: (0, — р), (0, р). Ищем / (z) в виде (54),
принимая за L отрезок мнимой оси [—р, р] и считая, что / (г) с: М
в g. Записав (54) в виде (100), получаем

v |*=о = 0, —р<У<р, (189)
и краевое условие (188) выполняется. Записав (54) в виде (69) и

воспользовавшись формулой обращения (70), находим

где

Re If (г) е Кт)*]г=Р^в = ф(е), - JL<e<-£-

ф(6) =

ИР 1
<*шФ(ф)£

fe-i

2

COS ф **ф

(d2 sin ф)"
(2 sin 0 — 2 sin ф)'

Jip1 *COS
.fe-i

е
<ГФ (9) л:

(d2 sin 9)m
k = 2m.

, (190)

кф2т,

(191)

Записав решение / (z) задачи Римана — Гильберта для области g

(189), (190) в квадратурах и подставив его в (54) или (100),
получаем решение задачи 7 в явном виде.

В качестве примера полученного решения задачи 7 рассмотрим

подробнее случай k = 1. В этом случае задача Римана —

Гильберта для области g (189) сводится к задаче Римана — Гильберта
для круга | z\ < р при краевом условии

Re [/* (/) е-'«*Ъ-<*э = ф* (9), -\ < 6< -*L
,

где / й

ф*(9)=--1

fl.
2 й Г Ф(Ф)cos<pd<p я

-fi
.. л

Я

ф(я—9), -р-<е<-5-, -2-<е<-5-,

©(9) =
Т"<е<Т"соо(в)— (е+^-)4-,

_со0(я-9) = (-^--9)4-, ^-<9<-^

(191')

(191")
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1
Полагая ю* = 2со (8) и выбирая скачки аг и а2 функции у(о*

2
"v

2
в точках 6 = -~- и 0 = -~- так, как указано в § 1 (см. неравенства

(10)), получаем ю* = — /9 + -j) при —^ < 0< -у-
и индекс

к = — 1. По формулам (26) и (17') (§ 1) находим

Г(г) = ^г,1 '[-(ф+т-)-(-ф + л)1(т^г--4-)^ =

М-Р
Зл

и, следовательно, искомое решение задачи Римана — Гильберта
существует, единственно и в соответствии с (29) записывается

г/ ч 1 Г Ф*(Ф)«'вНФ) л, * Л'Ф я
^ ^ Зя

U1—P
или

2 2

/«-■i-IJ+Jl^w^-S^--
Ч¥ «I» *"^

Полагая в последнем интеграле ср = я —ф! (— у < фх < -5-V

находим1

2

/(г)=4- j" Ф(Ф)

2

;-(**)*> ,

<М
Рв"■«Ф.

'%£!
Р^'ф + г

pd<p,

9 Можно непосредственно убедиться в том, что построенная функция /(г)
действительно является искомым решением задачи Римана — Гильберта: сразу же

видно, что Im f (г)|*=о = 0. Далее, в соответствии с формулами Сохоцкого на

(-?)т

дуге t0 = ре'»» (- -у- <,ф0 < -J-J

.-.(,-414-

2

ре
—*ф + ре'/Фо
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или

2

'й-IT 1ф«
'(-*)+ .-(-f)i 1

[ р^ф-;
+

Р<Г'ф + г

Р#
—, ^=Р^Ф.

Подставляя последнее равенство в (100) и учитывая, что и (£, у)
и lv (£, #) —четные функции от £, получаем

Re
2л/ J W™1 pe'v-t pe-'v + Z J /

^

+ ^ImW I фЙ»

r'(-f)i -<MH
P^-C (*'ф + ?

рЛ «

V* — l*
'

Отсюда после изменения порядка интегрирования по £ и ф

находим

2

/(z)=Re4- j Ф(Ф)

2

'(-т)4 -<(-т)т
/*2 — (рб'Ф — iy)* Vjc2_(pe-^ + ^)2J

2

2

+ g-'(»-r)f[ «*-* + * -Л) J*

+

или

+

2

1

П
'

2

ф—Фо . Фо—Ф , Фо+Ф . Фо+ф

в
2

-е
2

е
2

+е
>

Up.
:1

т. е.
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или

f(z)=*u(x,y)+iv(x■.*)- J [Re e<M)
Vx^-^-iyf

+

<D(cp)pd<p. (192)

Задача T'. Условия такие же, как и в задаче 7, только (187)
заменяется краевым условием

^-ф(в), —2-<е<^-. (187')

Поступая так же, как и при решении задачи 7, для определения
аналитической функции / (z) получаем задачу Пуанкаре для

области g при краевых условиях (189) и

lm [-^.'Кт)(*«)]^_ФЯ,
с форм

в

№
l

"SQ ) (d2 sin фуя+1

-]T<e<-TJ-, (193)

где в соответствии с формулой обращения (70)
в

_i—k a f dm+{<b (ф) cos ф^ф

Ф(9) =

[i2p cos в- ^^~

№ sin 0)m+1

(2 sin 9 — 2 sin ф)2

ft = 2/77.

Записав (189) в виде

= 0, -.р<у<р,

кф2т,

(194)

(189')

приходим к задаче Римана — Гильберта для области g при краевых

условиях (189'), (194). Записав решение этой задачи в квадратурах
и подставив его в (54) или (100), получаем решение задачи 7' в

явном виде.

Задача 7". Условия такие же, как и в задаче 7, только (187)
заменяется краевым условием

(«.«-Ь 4^-*<«>>• -3-<е<-5-. (187")

Поступая так же, как и при решении задачи 7, для определения f (г)
получаем задачу Пуанкаре для области g при краевых условиях

(189) и

{«, Re |/ W.'(*t) f,_ Mm [if. .'(*.*)(И j}^= ф (91,
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где в соответствии с формулой обращения (72) Ф (0) определяется,
равенством (191). Эта задача сводится к задаче Римана — Гильберта
для области g при краевых условиях

lm[F(z)Uo = 0, -р<*<р, (189")

Rt[F(z)e r(e+f)- We = ф (6), £1 < 6 <
*

(195')
где

F(z) = *j(z)-$ **!£-. (196)

Записав F (z), а затем / (z) в квадратурах и подставив f (z) в (54)
или (100), получаем решение задачи 7" в явном виде.

Задача Т". Условия такие же, как и в задаче 7", только краевое

условие (187) выполняется при
— ~- < 6 <! а, а при а <: 0 <; 4г

задано краевое условие

(■*-*-¥■). W ¥(0), а<8<-^; (187'")

к числу исключительных точек добавляется точка z = ре*а.
Поступаем точно так же, как и при решении задачи 7", только для

определения / (z) получаем задачу Пуанкаре для области g при

краевом условии (195) при ^ < 6 < а, а также при краевых

условиях (187) и

где в соответствии с формулой обращения (75)
в

(197)

Т(в)

(-!)>'-* <Ю J (d2sinw)m

COS ф^ф

n

2

№мпф)"
(2 sin ф

— 2 sin в)г

k^2m, , (198)

w
№sin8)m

.Л—1

Л = 2m.

Подставив решение этой задачи Пуанкаре в (54) или (100), находим

решение задачи Т".

Задача 8. Пустьg — область в правой полуплоскости z = х + iy,

ограниченная дугой окружности z = peiQ (— -2- < 0 < -у j и от-
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резками мнимой оси — оо <; д < — р, р <; д <: оо. Краевые

условия для функции J (г):

и U-*t* = Ф (в), -4< е < -f • О")

и \х=0 = 0, — оо <# <— р, р<У<оо; (200)

исключительные точки: (0, —р), (0, р). Решение задачи ищем в виде

(54), принимая за L отрезок мнимой оси р < у < оо. Тогда в силу
(100) второе из краевых условий (200) выполняется. Предполагаем,
что / (г) cz Мг и Im [/ (г) е-'я/г]х==0 = 0 при

— оо < д <
— р.

Тогда при у <
— р справедливо представление (125') и первое из

условий (200) выполняется. Таким образом, приходим к задаче

Римана — Гильберта для области g при краевых условиях

v |^о = 0 (р < у < оо), Im [/ (г) е~1Л*]х=0 = 0, оо<#<— р,

(201)

Re [f(z) е с-т]г=р^ = Ф(9),
*

<0<
*

(202)

где Ф (8) в соответствии с формулой обращения (74) определйется
равенством

е

1 (ф) Ьк~1 cos q>dq>

ф(9) = {

(_i)V-*4f^V ' ГГ <Ю J (d2si(d2 sin ф)"
(2 sin ф

— 2 sin 9):

(— lrjip^cose-

k=£2m,

dm<b (0) xk~l

(d2 sin B)m

(203)

ft = 2m.

Записав решение / (г) задачи Римана-Гильберта (201), (202) в

квадратурах и подставив его в (54), получаем решение задачи 8 в явном

виде.

Задача S'. Условия такие же, как и в задаче 8, только (199)
заменяется краевым условием

с|г=р<'е = ф(в), —1-<9<"2" (199')

Поступая так же, как и при решении задачи 8, приходим к задаче

Пуанкаре для области g при краевых условиях (201) и

Im[im с'(в-т)(т+')]^.в==ф(е), _^<е<^, (202')

16* 243



где в соответствии с формулой обращения (75)
е

Ф(9) =

(- \)т-хм2(Г1-к ± [ 4от+1Ф(ф) cos q>dq>

(2 sin ф — 2 sin 9)

k '

2~m

кф2т,

(- 1Г-У2Р-1"* cos 0 dm+l*% , k = 2m.r K
№ sin 0)m+1

(204)

Краевые условия (201) можно записать в виде

Re df{z) I

df(z)

= 0 (p<y<oo), Re ^«^Ч--0- (20Г)
— °°<y< — p.

Поэтому
' V можно найти в квадратурах как решение задачи Ри-

мана—Гильберта для области g (20Г), (202'). Подставляя / (z)
в (54) или в (ИЗО), получаем решение задачи 8' в явном виде.

Задача 8". Условия такие же, как и в задаче 8, только (199)
заменяется краевым условием

(^-Ь-Чг)ь-г-ь.-<■>«. ■f-<e<-r- 0"'?

Поступая так же, как и при решении задачи 8, приходим к задаче
Пуанкаре для области g при краевых условиях (201) и

ctjRel/We (°--£)4 ] + PiIm *^^]Ь-«.
—-f<9<-f-' (202")

где Ф (9) в соответствии с формулой обращения (75) определяется
правой частью равенства (203). Пользуясь обозначением (196),
можем записать (201), (202") в виде

ImF(*)U=o = 0 (р<*/<оо), lm[F(z)e-i3lk]x==0 = 0t (201")
— оо<(/< —р,

я\ k

Re[F(z)e•М) "иР^е = ф(е), --£-<е< (205)

Функцию F (z) можно записать в квадратурах как решение задачи
Римана — Гильберта для области g(201"), (205). Следовательно,
/ (z) тоже находится в квадратурах. Подставив f (z) в (54), получаем
решение задачи 8" в явном виде.

Задача 8'". Условия такие же, как и в задаче. 8 "/только краевое

условие (199") выполняется при а < 8 < -2-, а при :—?~ < 6 <.а
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справедливо краевое условие

(^-P2^-)z=p,e = 5l(e), -4г<е<а; (199'")

к числу исключительных точек добавляется точка г = peia.
Поступаем точно так же, как и при решении задачи 8", только для

определения / (z) получаем задачу Пуанкаре для

области g при краевых условиях (201), при крае- ly Q\
вом условии (202"), если а < 6 < -^-, и краевом

условии

a2Re[f(z)e h

- PaIm №л>-т+ц^Ф,Ф),,,ркУ
—^-<е<а, (202'") Рис. 17.

гдеФх (8) в соответствии с (72) — правая часть равенства (191) при

условии, что вместо Ф (ф) и Ф (8) подставляется Фг (ф) и Фг (6).
Подставив / (z) в (54), получаем решение задачи 8'".

Задача 9. Пусть g — правая полуплоскость z =» х + iy с

разрезом С[ вдоль дуги окружности z = peiQ (— -^- < 8 < а < -^-]
(рис. 17), краевые условия для / (z):

и |,Z|=p-o = Ф (8), и ||2|=р+о = Фх (8), <6<а, (206)

у|лг=о = 0, — оо<у< — р, —р<£<оо; (207)

исключительные точки: (0, —р + 0), (0, — р — 0), peia. Решение
задачи ищем tf виде (54), принимая за L отрезок мнимой оси
—

р < У < оо. Предполагаем, что / (г) с= Мх и

i>U=o = 0 (— р<#<оо), 1т[/(2)^яйи0 = 0, (208)

— <*><*/< —р.

Тогда при у <—р справедливо представление (125') и краевые

условия (207) выполняются. На С+ (| z\ = р
— 0) из формулы

обращения (70) получаем

Re [f(z+)e \^т)т Ь=Р^ = ф(в), --~<8<а, (209)
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где Ф (6) — правая часть равенства (191). На СГ (| г| — р + 0)
в соответствии с (125')

/(*-) = J xl-kpk-lRe\f(C)e-l*ke { 2' 2](2sin9-2sinq>)2 d<p+
я_~"

2

J 4.pft+1 Ц^Jp-rW^^^^
-f (210)

Применяя к этому интегральному представлению формулу
обращения (72), на СГ получаем

{(е Зя \ k

Re|/(аг-)в I 2 '2
Ь=Р*<е = фх(9), -^-<9<а, (211)

где Ф! (8) — функция, определенная правой частью равенства (191)

при условии, что вместо Ф (<р) и Ф (9) подставляются Фх (ф) и Фх (9).
Таким образом, / (z) можно записать в квадратурах как решение
задачи Римана — Гильберта для области g при краевых условиях

(208), (209)* (211). Подставив f (z) в (54), получаем решение задачи
9 в явном виде.

Например, при k = 1, Фх (6). а Ф (9) для этого решения

справедливо равенство

](z) = u(xty) + iv(x9y) =

Re / \-i\me\ 2)2 х

Я_
•-

2

L Р*'Ф j + Л1ф(Ф)рЛр. (212)X

где
ф

я "Ф J У 2 sin ш — 2 sin ft * *

я
т

(212')
В самом деле, так же как и при решении задачи 7, при k = 1

убеждаемся, что аналитическая функция

/(г) = «(лг, y) + iv(x, у) =

-т
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удовлетворяет краевым условиям (208), (209) и условию «б»,

указанному при решении задачи 3. На СГ (| A — Р +0)

2

ИЛИ
*

eV° 2J2=o(mo)-fW^ ' =Ф(Ф0)

/ -I

d(f>9
n J Ф (Ф) ф—ф0 Фо-Ф ""Г"

, Фр+Ф . Фо+Ф
Я L 2 2 2 2 J
2

б —б б +е

и, следовательно, краевое условие (211) выполняется. Подставляя
/ (г) в (100) и учитывая, что и (£, у) и £з (|, у) — четные функции
от g, получаем

+
е-<М)т
Р*-* + С ^} тДг. С-6 + *

Изменяя здесь порядок интегрирования по <р и £ и вычисляя

интеграл по I точно так же, как мы это делали при решении задачи 7,

получаем формулу (212).

Отметим, в частности, что если а =
-у,

то формула (212) является

решением задач 7 и 8 (при k = 1). Первое из этих утверждений было
установлено при рассмотрении задачи 7, второе утверждение
вытекает непосредственно из приведенных выкладок.

В общем случае при k = 1, Ф^О) ^Ф(О) решение задачи 9

можно записать следующим образом:

J(z) = u{x,y) + iv(x, у)=*
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a

-$ [* .+ ilme'Wx

ф*(ф)р<*ф +

+
,;K)4- -Kf)4-

/G© «"*-£
+

pe-'^ + S
.1 «*

2<

-J- rim

*

г ;K*)4- -(~f)i
+

p«*-;
^

ре-'ф + С

хф!(ф)КО(0р^. C-S + fc.

№
X

t=pe"f, (213)
где

ф* (Ф) = -L [ф (ф) + ф, (ф)], ф^ф) = -f № (Ф) - Ф1 (Ф)1. (213')

Ф(ф) определяется равенством (212'), Фх (ф) — этим же равенством

при условии, что в его правой части вместо Ф {&) подставляется Фг(Щ

s(-f -a)-r
G(z) =

G(0 = G(z)|2==p*«pH

sin(-r~a)-F

(2130

(213'")

При этом считается, что arg G (t) = 0 и arg G (2) обращается в нуль,

когда точка г лежит на Ct (I z\..= Р — 0). В самом деле, на

основании сказанного выше первое слагаемое правой части равенства

(213) представляет собой ^-аналитическую функцию,
удовлетворяющую краевому условию (207) (при — оо < у < — р вместо нуля
в правой части равенства (207) в общем случае будет некоторая
постоянная), а также первому и второму краевым условиям (209)
при одной и той же правой части Ф* (8). Ф* (ф) определяется правой
частью равенства (212") при условии, что вместо Ф(О) подставля-

248



1 r^
етсяФ* (О) = -о-[Ф (#) + Q>i(Q)]. Аналитическая функция

^(0Oi(q>)

/i(2) =

<M)± r'MH
л

2

ре''"-:
_L 1— Pdt
ре-'» + г J < ,

t = pel\
/довлетворяет краевому условию (208) и на Ct (\z\ = р — 0) —

краевому условию (209) при правой части, равной Ф* (0). Функция
со (г) = i .J_ конформно и однолистно отображает плоскость г

на плоскость со. При этом разрез Сг переходит в разрез вдоль ве-

cos("ir~~a)4~
щественной оси от точки со = 0 до точки со = -. '-

.

sm(—-«}—
Функция G (z) = ю2 (рёа) — со2 (г) в точке z = peta имеет нуль

первого порядка, и поэтому ее аргумент на СГ (|z| =р +0)
равен 2л. Учитывая это, в соответствии с формулами Сохоцкого на

СГ, получаем

/Г(<о) = <1МФо)* [° 2^2-^=4- j с(0ф!(ф)
л

2

X

X
L pel*-Q^

+
m

pe-* + pe*»» J < ' h ** '
~ ** '

r

fT(t0)ey°~ 2>2 =_Ф;(Фо) +
os '(Ф+<1|о)— '(Ф.-Ф)—2 l

Отсюда следует, что

RetfT('a)*1 2>'2]=-ф1(ф0).
Далее, функция /x(z) удовлетворяет условию «б»> указанному

при решении задачи 3. Подставляя ft (z) в (100) (при — р <С # < оо)
или в (54), получаем jc-аналитическую функцию fx (z), которая
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совпадает со вторым слагаемым правой части равенства, (213) и

обладает такими свойствами: удовлетворяет краевому условию (207)
(в правой части равенства (207) при — оо < у <; — р вместо нуля
может быть некоторая постоянная, определяющаяся вычетом

функции fx (z) в бесконечно удаленной точке) и обоим краевым условиям

(206) со ответственно при правых частях <Di (0)и —<Di (9), причем

ф\ (в) определяется функцией Ф* (0) = — [ф (0) — <bt (9) 1 при

помощи равенства (212').
Таким образом, ^-аналитическая функция / (z), определенная

формулой (213), удовлетворяет краевому условию (207) (с заменой
в общем случае при — со < у <; — р нуля в правой части

равенства (207) некоторой постоянной), первому из краевых условий
(206) при правой части, равной Ф(9) = Ф* (9) + Ф* (9), и второму

краевому условию (206) при правой части, равной Фг (0) = Ф* (9) —

— Ф] (9). Высказанное утверждение доказано10.
Задача 9'. Условия такие же, как и в задаче 9, только (206)

заменяется краевыми условиями

, ?|,zhp_o = 5>(9), и|,2|=р+о = Ф1(0), _-*-<е<а<-£.
(206')

Поступая так же, как и при решении задачи 9, для определения
аналитической функции f (г) = и (х, у) + iv (х, у), принадлежащей
множеству Ми получаем задачу Пуанкаре для области g при
краевых условиях (208) и

Im ytjgLеЬЧЩ^ш = Ф(0), -JL <9 <а. (209')

ь.[JL£L.'(-*)*/Ю]^ = Ф1(в), --=-«,««.

(21 Г)

где в соответствии с (70) Ф (9) — правая часть равенства (194),
Фг (9) определяется правой частью равенства (198) при условии,

что вместо Ф (ф) и Ф (9) подставляются Фг (ф) и Фг (9). Записав

10 Задачу о нахождении вещественной части функции / (z) = и (х, у) +

+ iv (*, у) в данном случае можно рассматривать как задачу теории
осесимметричного потенциала о нахождении потенциала сферического кругового диска. Однако
в отличие от решения задачи о потенциале плоского кругового диска решения
задачи теории осесимметричного потенциала и приводимых ниже задач о разрезе
вдоль дуги окружности в плоскости осевого сечения до настоящего времени в

явном виде, насколько нам известно, в литературе не приводились, несмотря на
классический характер и бесспорную важность их как задач математической физики.
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(208) в виде

Re df(z)
dz *=o

= 0, — p<fir<oo,
(208')

Ч4^-'"1о=0' -~<*<-p.

можно найти 'д в квадратурах как решение задачи Римана —

Гильберта для области g (208'), (209'), (21 Г). Подставив f (г)
в (54), получаем решение задачи 9' в явном виде.

Задача 9". Условия такие же, как и в задаче 9,только (206)
заменяется краевыми условиями

\ * /W-P-0 \ ^P /|z|«P+0

Поступая так же, как и при решении задачи 9 для определения
/ (z) с: Mlt приходим к задаче Пуанкаре для области g при
краевых условиях (£08) и

Цв.Ц^.'(^*)*1-Мт[^и'Ю(**,)|^-ф^
—f<9<a, (209")

-р,1т[^Лв-")тЛ«+т))__р1/в„ф1(в). ,2Щ

—^f <0<a,
где Ф(9)—правая часть равенства (191), Фх (9)—также правая часть

(191), но при условии, что вместо Ф (ф) и Ф (9) подставляются Фг (ф)*

Фх (9). Эта задача Пуанкаре в случаях 1) а^ — а2рх = 0, 2) <хх =

= otg = 0, 3) р! = р2 = 0 сводится к задаче Римана — Гильберта
для области g. Например, при ах = а2, Pi = р2 краевые условия
указанной задачи Римана — Гильберта имеют вид

Imf(2)|^o = 0, -р<*/<оо, Im[F(2)6-^Uo = 0, (214)
— оо<#< —р,

Re[f (г+)е \ 2 J2 J^e = ф (9), _JL<9<a, (215)

Re[F(z-)*V
2 ^1^^0 = 0,(9), —*-<6<a, (216)
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где F (z) — функция, определенная равенством (196). Подставив
/ (z) в (54), получаем решение задачи 9", причем в случаях 4—3 это

решение выражается в квадратурах.
Задача 10. Пусть g — область, ограниченная дугой окружности

J z\ — р, прямолинейным горизонтальным отрезком и отрезком

мнимой оси (рис. 18, а), краевые условия для /(г):

— Р<У<У1,у|,=0 = 0,

(217)

(218)

(219)

в
• 6

Рис. 18.

исключительные точки: (0, — р), (0, yj, ре'0', где хх = р cos а,

у1
= р sin а, а = const (—?- < а <с -^-). Принимаем искомое

решение в виде (54), за L — отрезок мнимой оси —р <. у «< уг. Для

определения f (?) с М получаем задачу Пуанкаре для области

g при краевых условиях

»U-o=»0, —P<y<yv (220)

--£-<9<а,

(а, Re / (г) + рх Im ^^)у=ух = X (*), 0 < *< *г

(221)

(222)

где Ф (9) — правая часть равенства (191) (в соответствии с формулой
обращения (72)), X (х) —- известная функция, определенная правой
частью равенства (101) при условии, что вместо Ф© иФ (х)

подставляются X(g) и Х(х). Эта задача Пуанкаре сводится к задаче

Римана — Гильберта для области gf если: a) Pi = Р2 = 0> б) о^ =
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= a2 = О, в) f}2 = ах = 0, г) рх = а^ = 0. Во всех этих случаях
функция / (z) находится в квадратурах. Подставив ее в (54) или

(100"),: получаем решение задачи 10 в явном виде.

Замечание. Если краевое условие (216) задачи 10 заменить

краевым условием

(щх*-*и - р,v)y=yt = % (х) xk-\ 0 <х< xv (218')

методика решения будет такая же, как и в случае задачи 10, только

краевое условие (222) заменится краевым условием

(а,и — ^xv)y==yt = % (х), 0 < х < х19 (222')

где X (х) — правая часть равенства (101) при условии, что вместо

Ф (I) и Ф (*) подставляются X (Q и % (х).
Задача Л. Пусть g— область в правой полуплоскости z =

= х -f- iy, внешняя по отношению к области, рассмотренной в задаче

10 (см. рис. 18, а), краевые условия для/ (г): (217), (218) и

*М*=о = 0, — оо<#<— р, уг<У<°о; (223)

исключительные точки те же, что и в задаче 10. Решение задачи
ищем в виде (54). Принимаем за L отрезок мнимой оси уг < у < оо.

Считаем, что / (г) а Мг и

v\x=0=0, У!<у<оо;
Im if (z) е-'я*Wo = 0, -р<^<оо.

Приходим к задаче Пуанкаре для области g при краевых условиях

(224), (222) и

{а1Ке[/(г)Ле"^)^1-

(225)
где Ф(6) — правая часть равенства (191) (в соответствии с

формулой обращения (72)). Эта задача в тех же случаях, что и предыдущая,

сводится к задаче Римана — Гильберта для области g и решается
в квадратурах. Подставив f (z) в (54), получаем в указанных
случаях решение задачи 11 в явном виде.

Замечание. Если краевое условие (218) задачи И заменить

краевым условием (218'), все остается без изменений — только краевое

условие (222) заменится краевым условием (222').
Задача 12. Пусть g

— область, ограниченная дугой окружности
z = ре'8 /— -^-<;0<;a), отрезком мнимой оси — р <; у <; оо и

прямолинейным горизонтальным отрезком х± <; х < оо, у = уи где
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хг = р cos а, дг = р sin а (—-£<«< -у) (Рис- *8» Ф» краевые

условия для J (г): (217) и

(а2" ~ Р2 "S") =Xi <*>• *i < * < °°> (226>

ci |х=0 = 0, —р<у<оо; (227)

исключительные точки: (0, —р), р^а. Приняв / (г) в виде (54),
за L — часть мнимой оси — р < у < оо и предположив, что f (z) CZ

CZ Mlt приходим к задаче Пуанкаре для области g при краевых

условиях (221) и

v |^о = 0, —

р < у < оо, (228)

\а2Ъ\}{г)е~1П\~\-$2\т\ =Xl(x), (229)

где Xi (*) определяется правой частью равенства (119) при условии,

что вместо ^(5) и ¥ (х) подставляются Xi (£) и Xi (х). Эта задача

Пуанкаре в случаях «а» — «г», указанных при решении задачи

10, сводится к задаче Римана — Гильберта для области g. Записав

решение/ (г) в квадратурах и подставив его в (54), получаем решение
задачи 12 в явном виде.

Замечание. Если краевое условие (266) задачи 12 заменить

краевым условием

(о*х*-1и - рА-* - Xi (х) xk-K хг <х< оо, (226')

то все остается без изменений, только краевое условие (229) в

соответствии с (63) заменяется краевым' условием

{a2Re[f(z)e У2 )]-$2х lm]f(z)e V2 ^«^(х), (229')

где Хх (х) определяется правой частью равенства (119) при условии,

что вместо Tg) иТ (х) подставляются Хх (£) и Хх (х).
Задача 13. Пусть g — область, ограниченная отрезком мнимой

оси — оо < у <: — р, дугой окружности и прямолинейным
горизонтальным отрезком, указанными в условиях задачи 12

(см. рис. 18, б). Краевые условия для f (г): (117), (226) и

v\x=0 = 0, _оо<у<-р; (230)

исключительные точки: (0, —р), р^а. Ищем решение в виде (54),
принимая за L часть мнимой оси — оо < у <; — р и считая, что

функция / (г) а Мх. Приходим к задаче Пуанкаре для области g
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при краевых условиях (221) и

v |,=о = О, — оо<У<— р,

a2Re[f(z)e.-(Н,_p2Im
df(z) -4

0=1/1

(231)

= Xi(*). (232)

Хг < * < oo,

где Xx (x) определяется правой частью равенства (119) при условии,

что вместо ¥(£) и У(х) подставляются Хх (£) и Хх (х). Эта задача

Пуанкаре в случаях «а» — «г», указанных при решении задачи 10,

Рис. 19.

сводится к задаче Римана — Гильберта .для области g. Записав

решение / (г) в квадратурах и подставив его в (54), получаем
решение задачи 13 в явном виде.

Замечание. Если краевое условие (226) задачи 13 заменить

краевым условием (226), то все остается без изменений, только краевое
условие (232) в соответствии с (63) заменяется краевым условием

Ш

{a2Re[f(z)e (--),_, .*(*НP2*Im [/(*)* V ']},-*-^Ю. (232')

^<x<oo,
где Хх (х) определяется правой частью равенства (119) при условии,

что вместо Ч* (g) и Ч? (х) подставляются Хх (£) и %г (х).
Задача 14. Пусть g — область, ограниченная полуокружностью

| г\ = р, прямолинейным горизонтальным отрезком 0 < х <; оо,
у = Ух и отрезками мнимой оси р<С*/<°°? ух < У < — р

(рис. 19, а). Требуется найти функцию f (г) = и (xt у) + iv (xt y)t
х-аналитическую в g при краевых условиях (199") и

(осаи - р2 %) - X (*). 0 < х < оо, (233)

*М*=о=0, Ух<У<— р; v\x=0=zCf p<y<oot (234)
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где С — постоянная (заранее не задается). Исключительные точки:

(О, р), (0,-р), (о, у,). ^

Решение задачи ищем в виде (54'), принимая за L отрезок мнимэй
оси уг < у < —р. Предполагая, что / (z) сг Ми по аналогии с (146)
и (125), при у>р получаем

](г) = Ш+]2(г), (235)

где ]г (z) = их (х, у) + iv (х, у) — функция (148),
со j_ i_

- h^)^u2(xty) + ib2(xty)^Re\f{l)(z-l) 2

(г + Q
2

d£ +
о

ео 1 1 \

+ Пга j / (£) (£ - iy) (2 - С)" 2
(г + С)" 2

<Ъ £ = I "Ь #,. (236)
О

Очевидно, что и2 (0. */) = С = const, и поэтому краевые условия
(234) выполняются, если положить

1>и=о=*=0, уг<у< — р, р<г/<оо. (237)
Таким образом, для определения функции / (z) с: Мх получаем
задачу Пуанкаре для области g при краевых условиях (237), (195)
и при краевом условии (222), взятом при 0 < х < оо (k = 1).
Эта задача в случаях «а» — «г», указанных при решении задачи

10, сводится к задаче Римана — Гильберта для области g Записав

решение / (z) в квадратурах и подставив его в (54'), получаем
решение задачи 14 в явном виде.

Замечание. Если краевое условие (233) задачи 14 заменить

краевым условием

(a2xk-~u — $2v)y=yt = х(х)xk~\ 0<х< оо, (2330

то все остается без изменений, только краевое условие (222) (при
О <С х < оо) в соответствии с (59) заменяется краевым условием

(а2и _ $2xv)y=yi = X (х), 0 < х < оо, (222")

где X (х) определяется правой частью равенства (101) при условии,

что вместо Ф (I) и Ф (х) подставляются X (£) и X (х).
Задача 15. Пусть область g в правой полуплоскости z = х + iy

представляет собой полукольцо, ограниченное дугами окружностей
| z | = р, | 21 = рх (Pi > р) и отрезками мнимой оси — рх <[ у <; — р,

Р < У < Pi- Требуется найти функцию f (z) = и (х, у) -f «о (*, у),
^-аналитическую в g при краевых условиях (199") и

(a2Z - Р2 -|-)2=pic,e = Фг (В). —f< 6 <-f , (238)

yU=o = 0, — px<f/< —р; ^ |*=о = С, р<#<рх, (239)
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где С — постоянная (заранее не задается). Исключительные точки:

(О, р), (0, —р), (0, рх), (0, —рг). Решение задачи ищем в виде (54'),
принимая за L отрезок мнимой оси —рг <# <: — р. При р < д <: рг
выполняется представление (235), отличие состоит в том, что

i_ i_

+ i 1m ( / (О (S - iy) (г - С) 2 (г + £)
2

<%, (236')
V

где у г— полуокружность, z = pxem ( ^- <^^"^")- Очевидно,

что v2 (0, у) = С = const, с*! (О, #) = 0. Поэтому краевые условия
(239) выполняются, если положить

у|*=о = 0, — Pi<y<p, P<y<pv (240)

Таким образом, для определения / (г) получаем задачу Пуанкаре
для области g при краевых условиях (240), (195) (к = 1) и

—r<e<-f. <241>

где Фг (8) определяется равенством (191) (k = 1) при условии, что

вместо Ф (ф), Ф (8) и р подставляются Фх (ф), Фх (8) и рх. Эта задача

при Oipa — а2Рх = 0 сводится к задаче Римана — Гильберта для

области g с неизвестной функцией F (г), введенной ранее при
помощи равенства (196). Записав F (г), -а также / (г) в квадратурах
и подставив / (г) в (54'), получаем решение задачи 15 в явном виде.

Решение краевых задач

в биполярных и видоизмененных биполярных координатах

*** /ч*

Пусть а и т — биполярные координаты, Ф (а) и Фх (а) —

заданные достаточное число раз непрерывно дифференцируемые
функции при 0 < о < ею.

Задача 16. Пусть g — область в правой полуплоскости г =

=х + /у, ограниченная дугами окружностей 0<а <оо, т = тхи 0<
< а < оо, т = т2 (т2 > тх) и отрезком мнимой оси ух<£ у < f/a

(рис. 19, б). Краевые условия для ^-аналитической функции / (г) =

= и (х, у) + iv (х, у):

и |t=Tl = Ф (о), 0 < а < оо, (242)
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и |т=т, = фх (о), 0 < а< оо, (243)

(244)

исключительные точки: (q, 0), (0, t/x), (0, t/2). Решение задачи ищем

в виде (54), принимая за L отрезок мнимой оси уу < у < г/8.
Приходим к задаче Римана — Гильберта для области g с неизвестной

функцией f (г) с М при таких краевых условиях:

»|*=о = 0, #!<#<&, (245)

Re[/(г) ch-k
а + »'т

-Ц-Ф<оЬ
Л О + ГС

Re[/(a!)ch-«iLriL]^eol(e),
где в соответствии с формулой обращения (83)

Ф(а) =

О

|L
d С dmQ> (Я) sh*-1 Я (ch К + cos Tj)

0<a<oo, (246)

0<a<oo, (247)

shXdA.

Л ^= 2m,

^
« dOT(P (a) sh*-'o (ch a — cos xt)

2

^ Q

(dcha)m

(ch a — ch Я)'

k=2m,

(248)

ФА (о) определяется правой частью равенства (248) при условии,
что вместо Ф (Я), Ф (а) и тх подставляются Фг (X), Фх (а) и т2. Записав

/ (z) в квадратурах и подставив ее в (54) или (100), получаем
решение задачи 16 в явном виде.

Задача 16'. Условия такие же, как в задаче 16, только (242) и (305)
заменяются краевыми условиями

v |T=Tl = ф (а), 0<а<оо,

v |т-т, = Фх (<*), 0 < а < оо.

(242')

(243')

Поступаем точно так же, как и при решении задачи 16, только

краевые условия (246), (247) заменяем краевыми условиями

Im [^сЬ^^1]т=Т1 = ф(а), 0<a<oo, (246')

^T^Lt, = Ф* <a>' 0 < a < оо, (247')lm[jglch^-2
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где в соответствии с формулой обращения (83)

Ф(о) =

^Ч do) (dchk)m+l
shXdk

(ch о — ch А,)'

\i2q
r-k—l sh a k = 2m, (249)

ат+1Ф (a) (ch о + cos xt)2
(dcha)m+1

Oi (a) определяется правой частью равенства (249) при условии,

что вместо Ф (X), Ф (а) и тх подставляются Фг (X), Фг (а) и т2.

Записав (245) в виде

df(z)

замечаем, что

Re

df(z)
dz

dz |*=o
= o, уг<у<у2> (2450

находится в квадратурах как решение задачи

Римана — Гильберта для области g (246'), (247'), (245').
Подставив f (z) в (54) или (100), получаем решение задачи 16' в явном виде.

Задача 16". Условия такие же, как в задаче 16, краевые условия
для J (z): (242'), (243), (244). Определение f (z) сводится к задаче

Пуанкаре для области g при краевых условиях (246'), (247), (245).
Подставив решение этой задачи в (54) или (100), получаем решение
задачи 16".

Задача 16'\ Условия такие же, как в задаче 16, краевые условия
для / (*)• (242), (243'), (245). Определение / (z) сводится к задаче

Пуанкаре для области g при краевых условиях (246), (247'), (243).
Подставив решение этой задачи в (54) или (100), ндходим решение
задачи 16'".

Задача 17. Пустьg— область в правой полуплоскости z = х + iyt
внешняя по отношению к контуру, ограничивающему область,
рассмотренную в задаче 16 (см. рис. 19, б). Краевые условия для

^-аналитической функции f (г): (242), (243) и

"I.*=*о : 0, — oo<t/<#lf У2<У <оо; (250)

исключительные точки: (q, 0), (0, ух), (0, у?). Принимаем f (z) в виде

(54), за L — часть мнимой оси — оо < у < ух. Предполагая, что

/ (г) cz Ми и считая, что

v \х=*о = 0, — оо < у < Ух\ Im [/(г) eink]x=0 = 0, )
'

У2<У<°°> )

приходим к задаче Римана — Гильберта для области g при краевых

условиях (251), (247) и

(251)

Re \f(z) elnkch
-/г a + ii

L Фг(а), 0<a<oo,

17*

(252)
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где Фг (а) — правая часть равенства (248) при условии, что вместо

Ф (Я), Ф (а) и хх подставляются <bi(A),<1V(a) и х2. Записав f (г)
в квадратурах и подставив ее в (54), получаем решение задачи 17
в явном виде.

Задача 17'. Условия такие же, как в задаче 17, краевые
условия для / (г): (242'), (243'), (250). Поступая так же, как при
решении задачи 17, приходим к задаче Пуанкаре для области g при

краевых условиях (251), (246') и

lm^J!^etnkch'k-2^^\x^ -ф^а), 0<а<оо, (253)

где Фх (а) — правая часть равенства (249) при условии, что вместо

Ф (Я), Ф (а) и хх подставляются Фх (А,), Фх (о) и х2. Записав (251)
в виде

Re-?L= 0, -oo<|f<ft. |"
(25Г)

можем найти '^
в квадратурах как решение задачи Римана —

Гильберта для области g при краевых условиях (25Г), (246'),
(253). Подставив / (г) в (54), получаем решение задачи 17' в явном

виде.

Задача 17". Условия такие же, как в задаче 17, краевые условия

для J (г): (242'), (243), (250). Определение / (z) cz М1 сводится к

решению задачи Пуанкаре для области g при краевых условиях (251),
(246'), (252). Подставив / (z) в (54), находим решение задачи 17".

Задача 17'". Условия такие же» как в задаче 17, краевые
условия для / (г): (242), (243'), (250). Определение / (z) с Мг сводится

к решению задачи Пуанкаре для области g при краевых условиях

(251), (246), (253). Подставив / (z) в (54), получаем решение задачи
17"'.

Задача 18. Пусть g — область в правой полуплоскости z =

= х + iy, ограниченная полуокружностями о = о2 (0 <! х < я)
ио = о1(0<т<я) (<V> 0» ai < 0)» где a, х — видоизмененные

биполярные координаты, и отрезками мнимой оси — оо < у <; уъ
*/а < У < #з> #4 < У < °° (рис 20, а). Требуется найти функцию

/ (г) = и (х, у) + iv (дг, -у)., jc-аналитическую в g, непрерывную на

границе g, за исключением, может быть, точек (0, уг), (0, #2), (0, уг),
(0, yj, и удовлетворяющую краевым условиям

и |0_0t = ф (х), 0<х<я> (254)

и \a=ai = фх (х), 0 < х < я, (255)
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0|,=o=O, —oo<y<yv У4<У<оо,

v\x=0 = Cf У2<У<Уз>
(256)

где Ф (т) и Фх (т) — заданные достаточное число раз непрерывно

дифференцируемые функции при 0 < т < я, С — постоянная

(заранее не задается). Решение задачи ищем в виде (54'), принимая
за L часть мнимой оси у4 < у < оо и предполагая, что / (г) с Мг.
Тогда при #4< у < оо справедливо представление (100) (ft = 1),
при — оо < у < у3 — представление (135')» при у*<у <у3 —

представление (146) при условии, что в равенстве (149),
определяющем /2 (г), в качестве контура интеграции берется полуокружность
о = ах (0 < т < я). Из (149) ви- .

^
дим, что 02 (0, у) = С = const. /y4j
Поэтому краевые условия (256)
выполняются, если положить

t>L=o = 0, —oo<y<yv

Уг<У<Уг> У4<У<°°- (257) /f
Из формулы обращения (91) полу- 4Ь
чаем

Ке[/(2)5Ь-1^±21]ог=ав = ф(т),

0<т<я, (258)
где

- CO,S v)
sin vdv

(259)
V COS V — COS T

Если интегральное представле- Рис- 20-

ние (125') записать в

видоизмененных биполярных координатах, то получится равенство (90),
dfKV р-К --й* „ df (£+)„-№*

в котором вместо/(£/) и ./у* '
подставлены f (£/)е

'""

и
'

^ е

Применяя к этому равенству при k = 1 формулу обращения (91)
с заменой а2 на olt получаем

Re — /'(*)sh"
-1 O + iT

а=а,

= фх(т), 0<т<я, (260)

где Фх (т) — правая часть равенства (259) при условии, что вместо

ф (v) и о2 подставляются фг (v) и ог. Записав / (z) в квадратурах
как решение задачи Римана — Гильберта для области g при
краевых условиях (257), (258), (260) и подставив ее в (54'), получаем
решение задачи 18 в явном виде.

261



Задача 18'. Условия такие же, как в задаче 18, только в

краевых условиях (254) и (255) вместо и подставляется v. Поступаем
точно так же, как и при решении задачи 18, краевые условия (258)
и (260) заменяются краевыми условиями

Im[_^Lsh-3£±iL](j=aj==o(T)> 0<т<л, (258')

Im [~ -^Г" sh~3 "Ч^1L, = ф1 <т>' 0 < т < л, (260')

где в соответствии с формулой обращения (191)

ф(т) = i- 4-{ ^(v)fcha2-casv)2 sinvrfv
my ' nq2 di J dcosv V^cosv —cost

0

Фх(т) определяется правой частью равенства (261) при условии,

что вместо Ф (v) и а2 подставляются (b^v), ох. Записав краевое

условие (257) в виде

df(z)Re dz ,

0
= 0, —oo<y<yv У2<У<У3, Уа<У<°о,

(257')

замечаем, что -j^ определяется в квадратурах как решение задачи

Римана — Гильберта для области g при краевых условиях (257');
(258'), (260'). Подставив / (г) в (54'), получаем решение задачи 18
в явном виде.

Задача 18". Условия такие же, как и в задаче 18, только в

краевом условии (254) вместо и подставляется v. Поступая так же, как

и при решении задачи 18, для определения / (z) приходим к задаче

Пуанкаре для области g при краевых условиях (258'), (260'), (257').
Подставив f (г) в (54'), получаем решение задачи 18".

Задача 18'". Условия такие же, как в задаче 18, только в

краевом условии (255) вместо и подставляется v. Поступая так же, как

и при решении задачи 18, для определения /(г) получаем задачу
Пуанкаре для области g при краевых условиях (258), (260'), (257).
Подставив / (г) в (54'), находим решение задачи 18'".

Задача 19. Пусть g
— область в правой полуплоскости г = х +

-f iy, ограниченная отрезком мнимой оси, дугами окружностей
| z | = р и a = a2, 0 < т < т0 < я, где а и т — видоизмененные

биполярные координаты (рис. 20, б). Требуется найти функцию
f (г) = и (ху у) + iv (х, у), ^-аналитическую в g, непрерывную на

границе gt за исключением, может быть, точек (0, yj, (0, —р), ре*а

(0<а<.-2-), при выполнении краевых условий

u\o=ot « Ф(т), 0<т<т0, (262)
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(«!"-&-£),[а^-Р1-|-) = ^
= ф1(е), _-=L<e<a, (263)

у U-o = О, —

p < # < ylf (264)

где o2, т0
— видоизмененные биполярные координаты точки р^а,

Ф (т) и Фх (8) — заданные достаточное число раз непрерывно

дифференцируемые функции соответственно при 0 <: т < т0 и — "Т" <

<С 8 <; а. Принимая искомое решение задачи в виде (54), приходим
к задаче Пуанкаре для области g при краевых условиях

v Uo = 0, —P<y<yv (265)

Re [/ (г) sh~* -Ц^-]ов01 « Ф (т), 0 < т < т0, (266)

"

"1 R Tin I "' V - V ' 1\* 1U

V9{^«/(^iV^^^f
= Oi(8). ^<8<а, (267)

где Фх (8) в соответствии с формулой обращения (72) определяется

правой частью равенства (191) при условии, что вместо Ф (ф)
и Ф (8) подставляются Ф1 (ф), Фх (8), а функция Ф (т) в соответствии

с формулой обращения (91) определяется равенством
k

, ivm d С dmQ> (v) sinfe~! v (ch о% — cos v)
dT J (dcosv)w

—

, k Ф 2m,

X

Ф(т) = {
X

sin vdv

(- lrjisinx

(cos V — COS T)

dmQ> (т) sin*-1 т (ch qa — cos т)

(268)

(dcosx)m
k = 2m.

Подставляя решение / (z) этой задачи Пуанкаре в (54) или (1(Ю),
получаем решение задачи 19.

Задача 19'. Условия такие же, как в задаче 19, только в краевом

условии (262) вместо и подставляется и. Как и при решении
задачи 19, определение / (г) сводится к решению задачи Пуанкаре (при
Pi = О — к задаче Римана — Гильберта) для области g при
краевых условиях (265), (267) и

Im df (г) ^-/г-2
c + fo

dz \C=Gt
= ф(т), 0<т<т01 (266')
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где Ф (т) в соответствии с (91) определяется равенством

ф(т) = ]

4Т J (d cos V

2
~" COS V)

sin vdv

(cos v — cos T)

кф2т>

(269)

„_*_l . ^-^(^(choa —cost)
sin X i

,

(dcosx)m+'
k = 2m.

Подставив / (г) в (54) или (100), находим решение задачи 19'.

Задача 20. Пусть g — область в правой полуплоскости г = х +
+ iy, внешняя по отношению к контуру, ограничивающему
область, рассмотренную в задаче 19 (см. рис. 20, б). Требуется найти

функцию / (г) = и (х, у) + iv (*, у)} ^-аналитическую в g,
непрерывную на границе g, за исключением, может быть, точек (0, уг)9
(0, —р), ре*а, и удовлетворяющую краевым условиям (262), (263) и

v |^о = 0, — оо<#<р, уг<у<оо. (270)

Решение задачи ищем в виде (54), принимая за L часть мнимой
оси уг < у < оо. Сч^ая, что / (г) а Мг и

t; U=o = 0, уг<у<оо, |
1т[/(г)*-'**Ъ-о==0, -oo<y<-pt J

{гп)

приходим к задаче Пуанкаре (при рх = 0 — к задаче Римана —

Гильберта) для области g при краевых условиях (266), (271) и

{^те'('-Щ-^[^(^)(^) z=peiQ

= Oi(9). --£-<6<а, (272)

где Фх (в) определяется правой частью равенства (191) при условии,

что вместо Ф (ф) и Ф (6) подставляются Фх (ф) и Фх (8). Подставив
/ (г) в (54), получаем решение задачи 20.

Задача 2(У. Условия такие же, как в задаче 20, только в

краевом условии (262) вместо и подставляется v. Как и в предыдущем
случае, для определения аналитической функции / (z) с: Мг
получаем задачу Пуанкаре (при рх = 0 — задачу Римана — Гильберта)
для области g при краевых условиях (271), (272), (266'). Подставляя
/ (г) в (54), получаем решение задачи 20.

Задача 21. Условия такие же, как в задаче 18, только вместо аг

подставляется о2 > 0 (о'2 < а2) (рис. 21), краевые условия (255)
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и (256) заменяются соответственно краевыми условиями

V \х=0 = О,

V U=o = С,

= ФЛ*). 0<т<я,

У*<У<Уз>

(273)

(274)

где Фг (т) и С имеют тот же смысл, что и в задаче 18. Решение

задачи ищем в виде (54'), принимая за L отрезок мнимой оси #4 <С У <
< ух. Учитывая, что при у2 < у < у8
выполняется представление (125) при условии, что

в (127) в качестве контура интеграции
берется полуокружность а = о2 (0 < т < я),
приходим к задаче Римана — Гильберта для

области g (эксцентричного полукольца) при
краевых условиях (258) и

v\x-o = 0, У2<У<Уз> У*<У<Уг>

(275)

Re [/ (г) sh
!

^f^"]^ - ^i W. О < т < я,

Рис. 21.
(276) —I

где ф>1 (т) — правая часть равенства (259) при

условии, что вместо <D(v) иа2 подставляются фх (v),o2. Записав f(z)
в квадратурах и подставив ее в (54), получаем решение задачи 21
в явном виде.

Задача 21'. Условия такие же, как в задаче 21, только в краевых

условиях (254) и (273) вместо и подставляется v. Решение задачи

получается в явном виде так же, как и решение задачи 21, только

краевые условия (258) и (276) заменяются краевыми условиями (258')
и (260'), при этом вместо аг подставляется а2.

Задача 21". Условия такие же, как в задаче 21, только в

краевом условии (254) вместо и подставляется v. Поступая так же, как

и при решении задачи 21, для определения f (г) получаем задачу
Пуанкаре для области g при краевых условиях (258'), (276), (275).
Подставив / (г) в (54'), получаем решение задачи 21".

Задача 2Г". Условия такие же, как в задаче 21, только в

краевом условии (273) вместо и подставляется v. Решение задачи
получается так же, как и решение задачи 21 *9 только краевыми
условиями задачи Пуанкаре являются (275), (258) и (260), при этом

вместо ах подставляется о2. Подставив / (г) в (54'), находим решение
задачи 2Г".
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§ 5. ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ
ОПЕРАТОРНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПО СОПРЯЖЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ,

СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ р = **

Пусть G* — область в правой полуплоскости о> = а + /р,
ограниченная отрезком L* мнимой оси и кривой, монотонной по а,
N — множество функций F (а>) = U (а, Р) + iV (а, Р), непрерывно

дифференцируемых по а и р в области G*, N — множество функций,
определенных в G* интегральным представлением

F (со) = U (а, Р) + IV(а, ft) = Р« (F (а>)) =

а
—— 1

= J [£/ & Р) а1"* + «V (g, Р)] (а2 - £2)2 <& * = const > 0, (277)
о

или

F (со) = J [£/ (а*, р) + iaty (af, р)] (1 — /2)2 Л, (277')
о

и в частности

U (О, В -
,

'
/ I/ (О, В, К (О, В - 0. (27Г)

Формула обращения интегрального представления (277) в силу (55),
(56), (59) (см. § 4) имеет вид

(7(a,p) + iW(a,P) =

da \ {dt*)m ±г-т
= | ° (a2-S2)

2

(278)
где /лиц имеют тот же смысл, что и в (59).

Множество функций N будем называть множеством или классом

начальных функций, множество N — множеством или классом

изображений функций, принадлежащих N.

Введем операции дифференцирования

\vF«p) 1 (dv ду\ i (ду аи\
d<o 2 Up Л da/+-2 lap +V da )' ^/У>

\J^) 1 ( дй X dv) i (dV ,kdu) (9Ят
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где X и v — вещественные постоянные. Первую из этих операций
можно назвать операторной производной с индексами Я, v, вторую

—

операторной производной с индексами X, v и характеристикой а*.
Обе эти операции справедливы в классе всевозможных функций
комплексного переменного о = а + *Р, имеющих частные

производные по а и р. Полагая

A^L .</•(«, р) + IV*(а, Р), ^(Ш) = <7*(а, 0) + if*(а, р),

(281)
из (277'), получаем

О

-я(а^'Р) *■ + OL К(а*,Р))](1 -t*)T~ldt. (282)

Отсюда, замечая, что

AjV(orf,P)/(l-iV d< = -i-I-K(a^P)(1-^2Jo +

+ jJ^(1_,2)Td/>
0

находим

x(l-/2)2 Л.

4--i
или

a

U*(a, p) - - -4- V (0, p) + J a1"* {/* (6, p) (a» - Г)Т~' dg. (283)
0

Далее получаем

Р.(а,Р)-4|[Л-2^+^«^ф1-^-,Л.
О

или

V* (а, р) = J |V* (g, Р) (а2 - £2)2 dg. (283')
о

Объединяя (283) и (283'), приходим к интегральному представлению

5S
= -

^г
^ (0, Р) + Рш ^ з^ ^ . (284)
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Равенство {284) означает, что операции дифференцирования
dx J (со)
—' в классе начальных функций соответствует операция диф-d&

dk VF (о) i

ференцирования —^ в классе изображений (с точностью до

Я
слагаемого ^-" ^ (О» Р)> если У (О» Р) ^ 0). Поэтому в некоторых

случаях при решении краевых задач для систем дифференциальных
уравнений с переменными коэффициентами вполне определенного
вида можно переходить к более простым краевым задачам для систем

уравнений с постоянными коэффициентами. Например, система

уравнений с переменными коэффициентами

^И - AF + BF + Ф (со), (285)

где А и В — вещественные постоянные, Ф (ю) — заданная функция
от © = а + /р, в предположении, что V (0, 0) = 0, преобразуется
в систему уравнений с постоянными коэффициентами в классе

изображений

*V = ^ + ^ +Ф И. (286)

где Ф (<о) — изображение функции Ф (<в). Аналогично уравнение

где Ф (а, р, /) — заданная вещественная функция от а, р\ /, можно
записать в виде

-<¥(^)+#^<«.м> (288)

или в классе изображений (в предположении, что Im
-g—

I =0)

d2U дЮ . dU <ъ, а /ч /OQQ4

ТЕ? "Ж
+ "Ж-

= ф<а' Р' '>■ <289>

где ф (а, р, /) — изображение функции ф (а, р, /)•
Пусть теперь ю = а + /р = © (г) — аналитическая функция от

z = х + /у, отображающая заданную область G в плоскости z =

= х + iy на область G* в плоскости ю = ос + tp, р — заданная

в G функция, зависящая только от а, р > 0. Тогда сопряженные
переменные, соответствующие данной характеристике р = р (а)
и такие, что интеграл по этим сопряженным переменным от р-ана-

литической функции является также р-аналитической функцией,
запишем в виде (гл. 1, § 3)

Z = X+iY=p — if-y-, Z = X+/F = P —tfprfa. (290)
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Операторная производная по сопряженной переменной

dpJ(i) _

1 ( да до ) l I до dh\
QJ

~^~ ЛдХ + dv)+ Л *х-5Г)- <291)

где f(z) = u+iv— функция, определенная и имеющая

производные по х и у в области G, принимает вид

~^Z^
-

2 \ ар рда)+2\др+РЖ/ <^>

Пусть в дальнейшем p = а* (Л = const > 0). Сопоставляя (292)
и (280), приходим к равенствам

(293)
<W (*)

=
d\J W «WW

=
d-i,-if(*)

dZ da> '

dZ ^>

Отсюда следует, что

-^-■i-fP. » + '•(■#-). <«»

где f (г) = и (х, у) + iv (х, у) — изображение функции / (г). При
р = **, в частности, т= а + »Р = iz и

dZ

dpi

. = ±(*L Lil^ + JLfiL + ^il^ (297)

■ffr> _ 1 / <?« , i <fr \ > / ао . а« \
™Л

^ г ^ ау
+

хг а* /+ 2 \ ау а* /
• ^°>

Интегральное представление (277) и равенства (294) и (295)
соответственно принимают вид

J(г) = и (дг, у) + iv (х, y) = P(f (г)) =
* ±-i

- f [*'-*« (1, у) + & (I, у)] (х2 - Г)
2

<%, (299)
о

-^-.-^.(О.й + Р (-%-). (300)
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Вместо (277") получаем

иф,у)= \7 ';{и(0.»), c(0,j,)-0. (302)

"(14)
Приведем пример на построение элементарных ^-аналитических

функций при помощи интегрального представления (299).
Аналитическая функция / (г) = etizf где t — вещественная

постоянная, является решением задачи

-4^- + W*>-°" /(0)-1. (303)

Поэтому, учитывая (300) и условие Im / (г) |Хво = 0,

соответствующую ^-аналитическую функцию / (z) = V2 ищем как решение
задачи

-Ц^-{- //(г) = 0, 7(0) = 1. (304)

В результате находим

2Г(4+-НV* Л/ f [ Р (e"z) =

е-'У [х1~к cos /1 + % sin /£] (ха — Г) 2 <&

о

1

2Г(4Ч) ±-
V* = Л/ ..,

7
е-'» I (cos/*р + йс*рsin/*Р)(1 — р2)2 dp.

гшгш J
(305)

При помощи интегрального представления Пуассона функций
Бесселя первого рода

2 1тУ I v- JL
/»(*)«-: \/ ,

, х \ cos^p(l-P8) 2ф (306)ш
•('+т)'Ш
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находим

ReV- = Г (А + 4-) г* (4")"^-L <*)•

Im'*"* = \\ / ?ч е-'Ух»Г1-£- \ costx$(l— р2)2 '<$ =

Г{4Ж)
fe—1

--'(т+тИ""«--£-[(тГ '

^Н
Таким образом, для показательной ^-аналитической функции V2

получаем выражение

k—\

'•й,-г(4-+-г)Н(т-Г 2

у-^^-
- 1хЧ~УЧГ [Иг) "''jrLН} • <307>

Точно таким же способом при помощи интегрального
представления (299) можно получить всевозможные элементарные
^-аналитические функции, являющиеся аналогами элементарных
аналитических функций, удовлетворяющих, как функции от со = /г,
обыкновенным дифференциальным уравнениям с постоянными

вещественными коэффициентами и обращающихся в нуль при х = 0.
Замечание. Из приведенных выкладок видно, что если

интегральное представление (277) заменить интегральным представлением

F(m) = U (а, Р) + IV (а, Р) = Р*(Р(<*)) =

= J \U (1, Р) I1"* + HV (Б, Р)] (Is - аV "'dg (308)
а

и предположить, что V (а, P)afe|a=seo = 0, то вместо (284), (294),
(295) и (299) соответственно получим

-"■(-^)- <310>

i&L_W%il pin
dZ \ idiu )

dpfjz)
dZ
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f (г) - и (дг, у) + iv (х, у) - Р* (/ (г)) =

• [ I*1-*" <Е. У) + & & у)] (£2 - *V "!dg. (312)

Равенства (300) и (301) совпадают соответственно с (310) и (311)
при условии, что вместо Я*'подставляется Я*, со = г = х + iy.

Интегральное представление (312), как и интегральное
представление (299), можно использовать для введения элементарных
^-аналитических функций, являющихся аналогами элементарных
аналитических функций / (г) = и + iv, которые, как функции от

со = iz, представляют собой решения обыкновенных линейных

дифференциальных уравнений с постоянными вещественными

коэффициентами и v (х, у) хк |х=а.оо = 0.

/

§ 6. О ФОРМУЛАХ ОБРАЩЕНИЯ
ОСНОВНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ С ХАРАКТЕРИСТИКОЙ р =» х*
ВДОЛЬ ПРОИЗВОЛЬНЫХ контуров

Вторая каноническая форма
основного интегрального представления

л*-аналитических функций
*

Пусть/ (х, у) =* и (дг, у) + iv (дг, у) — ^-аналитическаяфункция
от z = х + iy> определенная основным интегральным
представлением (54) в области G,

Г (г) = и* (х, у) + iv* (х, у) = Ъ (х, у) + i р(у> (313)
хК

является соответствующей ей присоединенной р-аналитической
функцией от z = х + W с характеристикой р = xk (см. гл. 1, § 11,
замечание 2), удовлетворяющей в силу (200) (гл. 1, § 11) уравнению

-^£- = k—^ (Г - /*). (314)
dz 2(г+г)

v ' v '

На основании результатов, полученных в работах [103, 1041,
замечаем, что если мнимую часть основного интегрального
представления (54) разделить на **, то его можно записать в эквивалентной

форме

f*(z) = u*(x,y)+iv*(xfy) =
2 k я ft ft

=

VT i' / (SX* - 0T
"'

(« + QT<*£'+ 1 (0 (i - 0T (г + 0T ~ldl
(315)
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ил::
2

f*(г) = и*(х, у) + iv*(х, у) = \и(I, r\)dZ + /о& у\)dZ, (315')

где ZvlZ — сопряженные переменные от £ = £ + /т| с
характеристикой р = 1,

±- ± ± -±- " ^ (315ЙГ)
dZ = (2-C)2 \(г + 02-^-(г-1)2(г + 02 1-§Г

Равенство (315) или (315') будем называть второй канонической

формой основного интегрального представления р-аналитических
функций от г = х + iy с характеристикой р = xk. В отличие от этого

равенство (54) иногда будем называть первой канонической формой
указанного основного интегрального представления. Равенство (315)
или (315') можно также назвать основным интегральным

представлением присоединенных р-аналитических функций от z = х + iy
с характеристикой р = х*. При этом для интегрального
представления (315) или (315'), так же как и для интегрального
представления (54), существует три случая: а) область G в составе своей

границы содержит отрезок L мнимой оси, v\l = О, zQ — любая

(нефиксированная) точка на L (/ (z) а М); б) г0 = оо и при г-> оо

f(z) = 0 (|2Г*-~е), е - const > 0 (/ (2) с: Мг); в) г0 Ф оо и при
2 -> 20 /(2) - О (| 2 - 20 Г1+£) (/ (2) С М2).

Замечание 1. Если Л > 2, /* (z) — присоединенная
^-аналитическая функция, определенная основным интегральным
представлением присоединенных ^-аналитических функций (315), то

/1(г)=^^-^(2)) (316)

является присоединенной ;с*-2-аналитической функцией.
Справедливость этого утверждения вытекает из представления

(-£ Oyj f* (z) в виде пРавой части равенства (315) при

условии, что вместо k подставляется k — 2. В этом также можно

легко убедиться, например, при k = 3 с помощью непосредственной
проверки равенства (314).

Формулы обращения
основного интегрального представления

.^-аналитических функций при целых нечетных k

При помощи формулы Дирихле перестановки порядка
интегрирования можно получить важные интегральные тождества.

Например, она позволяет решить интегральное уравнение Абеля,
установить формулы обращения основного интегрального представления
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^-аналитических функций в декартовых, полярных, биполярных
и видоизмененных биполярных координатах (см. § 3), для

интеграла

Ф^-*)^-„„I;, J<P(P Yx=^d^ Ф(5.г)-Ф(г,5), (317)
2

(ф (г) — аналитическая функция в области, симметричной
относительно оси jc, ф (г) = ф (z), контур интеграции любой лежащий в

указанной области и пересекающий ось х в одной точке) получить
формулу обращения [105]

ч>м = -т-аг{ф& S ]/"-&£ Л(г*оd^ (318)
2

где А (г, £) = sign [— (г — z) (£ — £)].
Поставим задачу о нахождении формул обращения основного

интегрального представления ^-аналитических функций (54) вдоль

произвольных контуров. В отличие от формул обращения,
полученных в § 3 и называемых в дальнейшем формулами первого рода,
условимся формулы обращения основного интегрального
представления (54) вдоль произвольных контуров называть формулами
обращения второго рода.

Рассмотрим [106] формулу Дирихле перестановки порядка

интегрирования в комплексной форме и покажем, что при целых
нечетных k с помощью этой формулы полностью решается
поставленная задача о нахождении формул обращения основного

интегрального представления (54) второго рода.
Рассмотрим интегралы

2

F (г) = J Ф (£) Р (г, I) d\ + ф (0Q (г, £) d\, (319)

2

Ф (г) = j> (/) Р* (г, t)dt + F (/) Q* (г, t) dl, (320)
2 О

где z0 и контур интеграции Г такие же, как и в (315), ср (£),
Р (2» £)»■ Q(2, Ь, Р*.& О»" #* (*> 0 —заданные функции
соответственно от £ и /, определенные и непрерывные на Г, причем
такие, что интегралы правых частей равенств (319) и (320) сходятся
и перестановка порядка интегрирования в двойном интеграле (320)
законна. Если z0 Ф оо, то правая часть равенства (320), где F (t)
представляется в виде (319), является двойным интегралом по

дуговым абсциссам о и т точек £ и /, измеряемым от точки z0, в области

0<а<т, 0<x<s(s — дуговая абсцисса точки г). При z0 = оо

правая часть равенства (320) является двойным интегралом по

дуговым абсциссам а и т точек £ и /, измеряемым от точки z, в области
0 < т < оо, т <; а < оо. Перестановка порядка интегрирования
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в (320) по формулам Дирихле приводит к равенству
г

Ф (г) = $ Ф (О R (г. С) dl + ф © 5 (г, £)«£ (321)

где

# (г, 0 = J Р* (г, /) Я (Л О dt + Q* (г, О Q С О Л. (32Г)

г

5(2, 0= J Я* (г, t)Q(t, Qdt + ■<?*(*, f)P(*. О Л- (32Г)
С

Равенство (321) можно истолковать как формулу Дирихле
перестановки порядка интегрирования в комплексной форме.

При k = 1 основное интегральное представление (54) или (315)
принимает вид

Г (г) = и* (х, у) + 'iv*(x, ff) - -ST j / (О V^TZT d£ +

+ 7(Oj/^lr4dt (322)

Полагая

ФЮ-/Ю. ^(*.0--E-|/4=f- OCO-ij/^
— t

+r
(323)

F (2) = /* (г), />* (г, /) = j/ i±f , <?* (г, t) = |/t^7 , (323')

получаем равенства (320), (321), в которых вместо F (t) и ф (£)
подставлено /* (/) и / (£), и в соответствии с (32Г) (321")

S(z, О-/? (г, -С).
Полагая

Q(,,CO.-21n[/ P-Pg+'> +]/"(^+ °

и проводя разрез вдоль контура интеграции Г, находим

S (г, 0 =* О, R (2, О = Q (2, £, 0 |Й£ = In (z - 0 - In (Е^2) = т т>

в последнем равенстве знаки «минус» и «плюс» относятся

соответственно к левому и правому краям разреза. В силу этого формулу
обращения основного интегрального представления (54) при k = 1
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или (322) можно записать в виде

f(z) = и (х, у) + w (х, у) = Т JL-£ j f*(t) lArzf* +

+ /*^1/"тТ7^ (324)

или

f(z) = u(x, y) + iv(x,y) =

-т-5--аИ"&т1)<« + <«;(&.л)<й. (324')
гг

где Z и Z — сопряженные переменные от t = £ -(- /т) с
характеристикой р = £,

Z-2j/"(<-*)('+«), Z=4arctg|/-^-, (324")

знаки «минус» и «плюс» относятся к случаям, когда под

подынтегральными выражениями подразумеваются их значения

соответственно на левом и правом краях разреза вдоль Г.

Пусть теперь k = 2т + 1, где т — целое положительное число.

Учитывая замечание 1, получаем формулу обращения основного

интегрального представления (54) или (315) в виде

f(z) = u(x, y) + iv(x,y) =

-=F
'
то dz j/i* (t) |/!-=7 dt + /' (0 |/f^7 df> <325)

или

где

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =

г

= =F IT "2Г ■J "i&Tl)^ + *»& ^ d2' <325'>

с d2m
fx (z) = «, (*, y) + to, (дг, y) = -j~^r (**/* (г)), (326)

Ч(т-»Ж4Ч(4-ф-4-4-.
—i

A (*) = "i (x, #) + ivx (x, y) = u\ (x, y) + ixv\ (x, y). (326')
Остальные обозначения такие же, как и в (324), (324').

Замечание 2. Пусть в равенстве (322) контур интеграции Г —
часть заданного фиксированного контура Г* с фиксированными
начальной и конечной точками z0, zly лежащими, как и Г*, в правой
полуплоскости z = х -f- iy, и пусть/* (z) = и* (х, у) + iv* (дг, г/) —

непрерывная функция длины дуги контура Г*э заданная на ле-
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вом или правом крае разреза вдоль Г* и такая, что при условиях
(323), (323') перестановка порядка интегрирования в (320) законна:

Тогда, если равенство (322) рассматривать как интегральное
уравнение относительно неизвестной функции f (z) на левом или на

правом крае разреза вдоль Г*, то равенство (324), в котором
интегрирование от z0 до z ведется вдоль Г по соответствующему краю
разреза, следует рассматривать рак решение этого интегрального
уравнения.

Формулы обращения второго рода
основного интегрального представления

^-аналитических функций

при произвольных положительных значениях k

Итак, мы рассмотрели задачу о нахождении формул обращения
второго рода основного интегрального представления (54) или (315)
при k, равном единице или целому нечетному числу. Приведем
теперь полученное в работах [103, 107—109] решение этой же задачи

при произвольных положительных значениях k. Справедлива
следующая лемма.

Лемма 1. Если f (z) = и (jc, у) + iv (*, у) — функция, хк-ана-
литическая в области G, то

~F(z) = U(x,y) + iV(x,y) =

= ^"^(х, г/) +1 Jx1^ -^^L ^ + (х1-л-^-^ +
+ (k—\)~u(x> y))dy (327)

является xk'-аналитической функцией в G, где k! = 2 — k.
В самом деле, подставляя в уравнение ^-гармоничности

д2и
, д2и . _k_ _дн_ __ 0

дх2 ^ ду2
^

х дх

функцию и = xx—kU> убеждаемся, что 0 является

^'-гармонической функцией от х и у. Из условий дг*-аналитичности функции

J(z) ^ и (*, у) +iv(x, у)

находим

ди

дх
-

dU

дх
—

дО
ду

1 dv ди 1 dv

xk ду
»

ду
~~

** дх

i— k Q 1 dv
_

1 dV

x
'

x. ду■
~~

xk* dy •

__

1 dv
_

__

1 dV
~~

x dx
~~

xk' dx
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Определяя отсюда
-g—

и
-g—, приходим к выводу, что функция

F(z) = U (х, у) + /Р(х, у) (327) является ^'-аналитической.

Пусть в дальнейшем k удовлетворяет условию

0<ft<2. (328)

Лемма 2. Если F* (z) = U* (х, у) + iV* (х, у) — присоединенная
хк'-аналитическая функция,

F* (г) = U* (х, у) + iV* (х4 y) = U (jc, y) + i-]rV (х, у), (329)

то интеграл

J(z)=$F*(t)(t-z)2 (t+z)2 dt +

+ F*(t)(t — z)2 {t + z)2 dt (330)

не зависит от контура Г, соединяющего точки г0 и г, и является

функцией от г = х + iy, аналитической в области G.

Действительно, справедливость первой части утверждения
вытекает из тождества

/ч к' . k' /ч к' к' .

-^(F*(/)('-г)" (? + г)т")-4-(/7*<'^/-г)~<'+г)Т"")'
(331)

которое легко проверяется, если учесть уравнение (314) (с
подстановкой К вместо k и F* — вместо /*). Проводя вдоль Г разрез
-и понимая под подынтегральными функциями в (330) (как и в (54))
их значения на левом (или правом) крае разреза, находим

J(z)[l-e
V2 J\-)F*(t)(t-z)* (t+z)2 dt +

V

+ F*(0(*-Z)2 (t+Z)2 dt,

где y
—

контур, идущий из точки z0 на левом (или правом) крае
'разреза, обходящий точку z = х + iy 6 отрицательном (или
положительном) направлении и возвращающийся в точку г0 на правом
(или левом) крае разреза; знак «минус» в показателе степени в

левой части равенства соответствует.случаю обхода точки г в

отрицательном направлении, знак «плюс» — в положительном. Правую
часть равенства (332) можно дифференцировать по z под знаком

интеграла, и, следовательно, J (г). — функция, аналитическая в

области G.
В случаях «б» и «в» введем некоторые дополнительные

предположения. Вместо случая «б» будем говорить о случае «б'», считая, что

в G существует прямолинейный горизонтальный отрезок С, идущий
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из точки 20
= оо в точку z области G, и на этом отрезке при г-+ оо

f (2), -~^- = О (х~2-е) (е = const > 0). Из случая «в» выделим

случаи «в'» и «в"», считая, что в Gсуществует прямолинейный
горизонтальный отрезок С, идущий из точки г0 соответственно вправо

Г / ч df (z)
или влево, и что / (г) и

' * ;

при подходе к точке г0 для

определенности ограничены.
А. Рассмотрим случаи «а» и «в'». Выберем arg (2 — £)(*+£),

как и при нахождении формул обращения первого рода (§ 3),
равным нулю на верхнем (левом) крае разреза вдоль С Введем
функцию

h (*) = и, (х, у) + ivx (*, у) = р, j\, г— -^- J (2) =

2е
v 2 у

+ ?*(<)(/ — г)2 (*~+г)2 Л, (333)

где, как и ранее, z — любая точка области G, z0 — любая

(нефиксированная) точка на L в случае «а» и указанная выше фиксированная
точка в случае «в'», Г — любой контур, лежащий в G и

соединяющий точки 20 и 2, под подынтегральными функциями понимаются

их значения на левом крае разреза вдоль Г,

II = 2Г-1 (-А + i) Г""1 (А) • (333')

Функция (333), очевидно, будет аналитической в области G. На

отрезке С

Ь{г) = ^-Г-1Г J" lF* (О (Б + *) + F* (О (6 - *М (*2 ■-12)2 *
или

*•
, (*2-i2)2

(334)
Основное интегральное представление (54) на отрезке С принимает
вид

•4-.
№ = " (х. У) + fv (х, у) = (\хх~ки (I, у) +1& (Ь у)] (ж2-?)2 dg -

= j [и (дер. у) + tt*P» (*Р, у)1 (1 - Р2)2 ^. (335)
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-При подходе к точке г0 = х0 + iy (х0 = 0 или х0 > 0) / (г) и 'Jf'
должны быть ограничены в случае «а» и ограничены по предполо*
жению в случае «в'». Из (335) следует, что таким же свойством

должны обладать и (х, у), v (х, у) и их частные производные по х и у.
Исходя из (335) и (327) и считая, что интеграл в правой части

равенства (327) берется в пределах от точки г0 до г, замечаем, что

v (х, у) |2=2ft = 0, V (х, у) \2^2а = 0. (336)

Формула обращения первого рода основного интегрального
представления (54) вдоль отрезка С, или, что то же самое, равенства

(335), имеет вид (§3)

и (х, у) + ixv (xt у) = fi
-iL Г [и (I у) lk

l
+ iv (g, у)] ■

ЫЪ

(337)

Из (336) и (337) видим, что на отрезке С выполняются равенства
х

и, (х, *) = B(*,tf-l*-2j-j« (I, у)
l"dl

± . (338)
*» (*2-|2)2

V-ir\v(x$,y) **\ , (339)

i a-?2)2

X

i (**-i*)2

=41f^) ^K ■ 040)

* а-?2)2
*

Из равенств (339) и (340), учитывая (336), находим на С

1

1
<fr (*pf у) d$

*№ у) = v (*. у) - n*1-* -^sH2 *Ч- • (341>ЛФ
(l-P2)2

Равенства (338) и (341) означают, что на С аналитические

функции ft (г) и / (г) совпадают и, следовательно, в области G /х (г) =з
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= / (2). Таким образом, в силу (54) или (315) искомая формула
обращения основного интегрального представления в случаях «а»

и «в'» имеет вид

f(z) = u(x,y)+iv(xty) =

г — —1 —

=I* —Л—г- 4г {F*w« -г>2 <Г+г)
2

dt +

^1 ——1

+ F* (t) (t-z)2 (f + z)2 dl (342)
где все обозначения в правой части имеют тот же смысл, что и в

равенстве (333), в частности под подынтегральными функциями
понимаются, как и в (54), их значения на левом крае разреза вдоль Г,

arg (t — z) (t + z) при / = I + iyf z = x + iy, x>% равен я.

Формулу обращения (342) можно записать в следующей
эквивалентной форме:

/(г) - и(х[ у) + iv(x, у) = ii ji r-j- [U(l r])dZ + iV(l rfidZ,
2e

2
*•

(342')
где Z и Z — сопряженные переменные от t = J- + ix\ с
характеристикой p = \k\

Z = -lr-(t-z)2 (t+z)2 ,

<fZ = ()^y. [((- г)"5"
"

(1 +l)~dt-(i- z)Uf+ г)"5"" dt\ -

'^{V'^VH"^]^
—2

+7'
(342")

Б. Рассмотрим случаи «б'» и «в"». Выберем arg (t — £) (z + £)�
как и при построении формул обращения первого рода (§ 3), на

верхнем (правом) крае разреза вдоль С равным —я. Под
подынтегральными функциями как в (54), так и в последующих равенства*
будем понимать их значения на правом крае разреза вдоль Г.
Введем функцию

М*) = и*(х,У) + iv2(x, у) = Ii4r-JT J(z) =

X (* + г)
2

<tt, (343)
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где z — любая точка области G, z0 = оо в случае «б'>> й г0 = х0 +

+ iy — фиксированная точка на границе области G в случае «в''»,
Г — любой контур, лежащий в G и соединяющий точку г0 с

точкой г\ под подынтегральными функциями понимаются их значения

на правом крае разреза вдоль Г; остальные обозначения такие же,

как и в (333).
Функция f2 (г), очевидно, будет аналитической в области G, и на

отрезке С для нее выполняется равенство
х к'

или

ft(*) = u%(x9y) + ivt(x9y) =

■>ч*
х ?,„. .л1 d|*Г"(&У)Е* + ' ртУ(|,у)

(|2_,2)2

—. (344)

где дг0 = оо в случае «б'» и0<х<х0<оов случае «в"». Основное

интегральное представление ^-аналитических функций (54) на

отрезке С принимает вид
х

f(z) = й (х, у) + lv (х, у) = j [*'-*ы3 (I у) + %v3 (|, у)] X
К
о

_k 1 k

X <g - *2)2 d£ = $ [и, (дгр, у) + te*Pt», (дф. у)] (Ра -1)2 dP,

,

Х

(345)
где

/з W = "з (*. У) + ^з (*. 0 = е
2 Jf(z). (346)

Формула обращения первого рода интегрального представления
(54) на отрезке С, или, что то же самое, равенства (345),
записывается в виде (§ 3)

«в (х, У) + 1хоь (*, у) = ji
JL j [и (£, у) f-x + iv (I у)]

6*.
k

•

ffi2-**)'2
(347)

В случае «в> из ограниченности / (z) и 'Jf' при подходе к

точке z0 согласно (345) следует, что таким же свойством обладают

" С*. У), v (х, у) и их частные производные по х и у. Считая, что в

правой части равенства (327) интегрирование ведется от точки z0 до

точки г, можем сказать, что в данном случае справедливы равенства

v(x, у) \2=2о = О, V (х, у) \2=2о = 0. (336')
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В"случае «б'» на отрезке С по определению/ (г)9 '^ = О (х-2-*)

.при.* -г* оо. Исходя из (345), видим, что на этом отрезке при jc-^ оо

" (*, У), *&-. -%*- - О (х->-% v(x, у) = 0 (/-2~е).

Поэтому, считая, что в правой части равенства (327) интегрирование
ведется от точки г0 до точки г, приходим к равенствам (336').

На основании равенства (334) и (347) заключаем, что на отрезке С

выполняются соотношения

"2 (*. У) - "з (х, У) = |i -£- J и (g, У) ^Ц-, (348)

М*^)=^$рт^)
<*£

-n4-jft*J=V. 049)

Д (pa _ 1)2
x

Ъ(х, У) = V-r-£rpfc У)
№

^
* d* p(*M)

*

^ . (350)
£•. (P2 — 1)

2

Из равенств (349) и (350), учитывая (336'), на отрезке С находим

v, (х, у) = v9 (х, у) = ц*1-* j Щ^- *± . (351)

*!L (pa _ 1)
2

х

Таким образом, на С справедливо равенство /3 (2) = /2 (z) или

f(z) = e V 2 '/2 (г). В силу того что /(г) и /2(г) — аналитические

функции от г, последнее равенство выполняется во всей области G.

Следовательно, искомая формула обращения второго рода
основного

'

интегрального представления ^-аналитических функций от

2 .**= х■ ■-{- н/ (54) в случаях «б'» и «в"» имеет вид

2 fe* _fr_

^(2) = ^ iir—^_ J/?*(<)(<_ 2)» (F+г)2 Л +

+ iF* (*)(* — г)2 (/ + z)2 Л. (352)
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Все обозначения в правой части равенства (352) имеют тот же смысл^
что и в равенстве (343). В частности, под подынтегральными функ^
циями понимаются, как и в (54), их значения на правом крае разрез^
вдоль Г, arg (/ — i) (t + z) = 0 при t = g + iy9 z = ■* + iy\
(*<£). Формулу (352) можно записать в следующей эквивалент-]
ной форме: ■

f(z) = u(x,y) + iv(xyy) = |
= I* пг- -|~ Г О (I т|) dZ + IV (Б, л) <*Z, (352') j

2е 2 ** !

где Z и Z — сопряженные переменные от / = g + Щ с характеристик
кой р = lk\

z=-£-(/-2)2 (?+г)2, :

Таким образом, вопрос о формулах обращения второго рода
основного интегрального представления ^-аналитических функций;
от г (54) или (315) при 0 <: k <С 2 полностью решается равенством
(342) или (342') в случаях «а» и «в'» и равенством (352) или (352')
в случаях «б'» и «в*».

Пусть
k = 2m + kv 0<*1 = const<2 (353)

(т — целое положительное число). В силу замечания 1

f\ (г) = «j (лг, у) + й»Г (х,у) = -£- Л£-{х*рШ (354)

где

«-[(■f-o-j-(-J--»)(-f-•)■••-{--i-Г-^
является присоединенной ^-аналитической функцией. Вводя хк*~
аналитическую функцию

h (*) = tix (ху у) + ivt (ху у) = иГ (*, г/) + ixhxv\ (ху у) (355)
и поступая с ней точно так же, как мы это делали по отношению

к функции f (z) = и (ху у) + iv (х, у) при 0 < k < 2, приходим
к выводу, что в случаях «а» и «в'» формула обращения основного

интегрального представления (54) или (315) ^-аналитических
функций при k = 2т + kx имеет вид (342) или (342') при условии, что

в этих равенствах вместо k подставляется klt а вместо и (ху у)
и v (*, у) — соответственно их (х, у) и vx (х, у). Аналогично в слу-
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чаях «б'» и «в"» формула обращения указанного интегрального
представления при k = 2т + kx имеет вид (352) или (352') при

условии, что в этих равенствах вместо k подставляется kX9 а вместо

и (х9 у) и v (ху у) — иг (х, у) и vx (х, у).

О задаче линейного сопряжения

лг-аналитических функций от z = х + iy

Основное интегральное представление .^-аналитических
функций и формула его обращения при k = 1 соответственно имеют вид

[108, 109]

/(г) = и(х% у) + to (х. y) = P(f (0) =
2 2

"Re [/(О., *_ +nmf/(g) *~'у_ rdl, (356)

/(*) = и(x, у) + iv (д.у) = P-1 (f(t)) =
2

"—k"S-^^V)dZ+ lv^,iddZ, (357)

Z=2]f(t-z)(t+/z)9 Z = 4arctg]/"^J. (357')

Исходя из основного интегрального представления (356) и формулы
его обращения (357), можно сформулировать вполне естественную
постановку и указать способ решения краевой задачи, которая по

аналогии с задачей в теории аналитических функций называется

задачей линейного сопряжения х-анаЛитических функций от z =

= лг -f- iу с характеристикой р = х. Приведем два случая этой

задачи.

Задача А (случай правой полуплоскости с несквозным разрезом).
Пусть С — кусочно-гладкий контур без самопересечений,
соединяющий точку г0 на мнимой оси с точкой b в правой полуплоскости
г. Требуется найти функцию/ (г) = и (ху у) + iv (jc, у),
^-аналитическую в правой полуплоскости г = х + iy с разрезом вдоль

контура С, непрерывно продолжимую на С слева и справа и

удовлетворяющую краевым условиям

ч 7+ (г) - х/- (г) = g (г) - тс, г с С, (358)

ImftzJUo =0, 1т/(г)|,=0 = с, (359)
У>—*г« y<—iz0

где знаки «плюс» и «минус» указывают на предельные значения

функции f (z) на С слева и справа, и — заданное вещественное число,

g (z) — заданная непрерывная функция точки г на контуре С,
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удовлетворяющая условию Im g (z0) = О, С — некоторая
вещественная постоянная (заранее не задается).

Задача Б (случай правой полуплоскости со сквозным разрезом).
Пусть концевая точка Ъ контура С, как и точка г0, лежит на мнимой
оси (— ib > — iz0), а контур С разбивает правую полуплоскость z

на область Glt ограниченную контуром С и отрезком мнимой оси

[z0, b], и на область G2, дополняющую Gx до правой полуплоскости
2. Требуется найти в правой полуплоскости г = х + iy кусочно-
jc-аналитическую функцию

f(z) = u (х, у) + iv (х, у) - Г
v

(360)

(Ti (г) = Щ (* У) + й>1 (*. У) и /а (2) = и2 (*, г/) + iv2 (х, */) —

функции, ^-аналитические соответственно в ^ и G2), непрерывно про-
должимую на С слева и справа и удовлетворяющую на С и на

мнимой оси краевым условиям (358), (359) при тех же самых

предположениях о функции g (z) и вещественных постоянных к не.

Каких-либо предположений о свойствах функции f (z) при
подходе к концевым точкам контура С и при г -> оо заранее не

формулируем. Эти свойства должны вытекать как следствия из формы
искомого решения.

Будем искать решение задачи А в виде (356), где / (z) =
= и(х, у) + iv(x, у) принадлежит классу М* функций,
аналитических в плоскости 2 с разрезом вдоль контура S (составленного из

контура С и контура С*, симметричного С относительно мнимой

оси), удовлетворяющих условию v (0, у) = 0 (— оо < у < оо) и

при 2 -► оо представимых в виде

/(г) =^ + 4- + 4- + —, (361)

где у
— вещественная постоянная, Л2, Л3, ...— постоянные.

Пользуясь разложением функции

в окрестности бесконечности по отрицательным степеням £,
приходим к равенствам

Г (г) = -Р(Г (0) + й^. z <= С> <362)

лу = с. (363)
Подставляя эти равенства в краевое условие (358), получаем

P(f+ (0) + *Р(ГЮ)- ™ = g(*)-™> zciC,
или

'

/+ (2) + хГ (г) - g (г), 2 с: С, (364)
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где -

ff(^) = P-,(i(0). (364')

Аналитически продолжая / (t) через мнимую ось, приходим к

выводу, что решение задачи А сводится к решению задачи линейного

сопряжения аналитических функций в классе М* при краевом
условии на S

/+ (2) + кГ (г) = G (г), г с S, (365)

где G (z) = g (z), если г с С, и G (z) = g(—z), если z cz С*.
Подставляя решение / (z) задачи (365) в основное интегральное
представление (356), находим решение задачи А линейного сопряжения
^-аналитических функций для правой полуплоскости с несквозным

разрезом. При этом в силу (361), (363) постоянная с определяется
посредством решения задачи (365) с помощью равенства

с = in Res /(z). (366)
г=*оо

Точно, так же при помощи сведения к разрешимым в явном виде

задачам линейного сопряжения аналитических функций решается
задача Б линейного сопряжения ^-аналитических функций для
правой полуплоскости со сквозным разрезом. Только в этом случае
класс функций М* состоит из кусочно-аналитических функций
/ (*) = h (z), если z с Gi, и / (z) = /2 (z), если z с G2, где fx (z)
и /2 (z)— аналитические соответственно в Gx и G2 функции, мнимые

части которых при х = О равны нулю, и при подходе к

бесконечности для / (z) = /2 (z) справедливо представление (361). Кусочно-
х-аналитическая функция f (z) определяется равенствами

/(2)=(-/>(М) + *, гсо2.
С367)

Для функции / (z) на контуре S выполняется краевое условие (365)
при условии, что знаки «плюс» и «минус» указывают на предельные
значения функции изнутри и извне контура 5. Постоянная с

определяется по формуле (366). ч

§ 7. О СПЕЦИАЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ
^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ОТ z = х + iy

ВНУТРИ ВЕРТИКАЛЬНЫХ ПОЛОС И ОБЛАСТЕЙ,
ОГРАНИЧЕННЫХ ПАРАБОЛАМИ

Можно поставить задачу о построении интегральных
представлений и формул их обращения для ^-аналитических функций от

z = х +iy применительно к областям того или иного

канонического вида с таким расчетом, чтобы можно было находить решения
краевых задач ^-аналитических функций для указанных областей

в явном виде.
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Приведем результаты, полученные в нашей работе [110].
Справедлива следующая теорема.

Теорема 1„ Пусть v = ■"о""» хо> xi
= const > 0. Тогда

интеграл
оо

/ (z) = и (х, у) + iv (х, */) = j/^- J [x~v/v (гх) (А (г) cos ry +
о

+ В (г) sin ry) + ixv+4v+i (rx) (A (r) sin ry — В (r) cos ry)] drt (368)

где A (г), В (г) —функции от г (0<;г<оо) с ограниченным
изменением на каждом конечном промежутке, удовлетворяющие при
г -> оо условию

А (г), B(r) = 0 (e~rXir
2 ""*), е = const > 0, (368')

является xk-аналитической функцией от z = х + iy в полосе D (0 <С

<х <хх\ — оо <: у <Z оо) с мнимой частью, равной нулю при
х = 0. Интеграл '

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =
оо

= У\ \ [*~v/tv (гх) (С (г) cos ry + D (г) sin гу) +

+ tfH^/Cv+i (гх) (— С (г) sin г*/ -[- D (г) cos п/)] dr, (369)

где С (г), D (г) — функции от г (0 < г < оо) с ограниченным
изменением на всяком конечном промежутке, уддвлетворяющие при
г ->• со условию

1

С (г), D(r) = 0 (ег*чг
2 *), е = const > 0, (369')

является xk-аналитической функцией от z = х -f- iy в области И

(х0 < х < со; —оо < у < оо).
Для интегрального представления (368) б области D и

интегрального представления (369) в области Н справедливы
соответственно формулы обращения

*-v/v (га) А (г) — «*+Уv+! (гх) В(г) = С [<р (х, #)],]
x-v/v (гх) В (г) + u^i/v+i (гх) Л (г) = S М> (х, у)]

(370)

где

288

x~v/\v (гх) С (г) + to*+4(v+i (гх) D(r) = C [Ф (х, *,)], |
x-vKv (гх) D (г) - /xv+'/tv+i (гх) С (г) = S [ф (х, у)11

Ф (*, У) = 4- (/ (г) + / (г)), ф (х, у) = 4- (/ («) - / Й). (372)



С [<р(дг, у)] и S [гр (х, у)] —косинус- и синус-трансформации Фурье
соответственно функций q> (х, у) и я|э (дг, #) по переменной у,

оо

С 1ф (х, у)] = ]/ -|- j ф (х, #) cos rydy%
о

оо

S № (х, у)] = Yir \ Ф (*- #) sJn rydy.

(373)

о

В справедливости утверждений первой части теоремы можно

легко убедиться при помощи формул дифференцирования бесселе-

вых\функций

-±- jT7v (х) = x~vlv+l (х), -^- *v/v (х) = xv/v_, (jf), (374)

-A. x-^v (JC) = _ aTv/Cv+i (x), -A- jcv/Cv (x) *vtfv_, (x), (375)

если учесть, что [70, 71]

/vW^lA_L_ КАх)**е-хУ^-. (376)
Jt-VOO

"
AJU*

JC-ЮО ' Л

Справедливость формул обращения (370) и (371) следует из

свойств косинус- и синус-трансформаций Фурье в применении к

четной по у функции -у (/ (z) +f (г)) и нечетной по у функции

\if(2)-f(z)).
Замечание L Из свойств р-аналэтического продолжения р-ана-

литических функций (гл. 1, § 5) следует, что, для того чтобы

функция (368) удовлетворяла при 0 < х < хг условию

^1^=0 = 0 (377)
или условию

и |^о = 0, (378)

необходимо и достаточно, чтобы соответственно В-(г) =0 или

А (г) = 0. Для того чтобы функция (369) удовлетворяла условию
(377) или (378) при хг < х < оо, необходимо и достаточно, чтобы
соответственно D (г) = 0 или С (г) = 0.

Пусть £, т)
— параболические координаты, определяющиеся

равенствами

* = --f£2, z = x+iy, C=-6 + it|. (379)

Пусть у = -jT-1 — -га- + т)21, х> 0 — полупарабола в правой
полуплоскости г 5= х + iy, соответствующая прямой линии т|

= const >
> 0, 0 < | < оо в плоскости £, Т — область, ограниченная полу-
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параболой tj = rj^, О < £ < оо и частью мнимой оси х *= 0„ —. оо <z

< у < -^-, 5 — область, ограниченная полупараболой ц = tj0,

0<|2 < оо и частью оси х = 0, -у- < у < оо (рис. 22).

Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Интегралы

f(z) = u(xfy) + iv(x,y) =
оо

- f 1<8чГ% (г»|)Л (г|) -»' (^)v+'/v+i И) /*+, (/©] Л (г)rdr, (380)

/(z) = «(*,#) +/о (*,#) =
оо

= J КбпГ*** И) ^v (ri) + i (&n)V+,^v+1 (rri) Jv+l№ В (r) rdr, (381)

где А (г) и В (г) — функции от г (0 •< г <; оо) с ограниченным
изменением, на всяком конечном промежутке, удовлетворяющие при

г -*• оо соответственно

условиям

Л(г) = 0(е-гТ1'г-,-е)>
е = const > 0, (380')

6 К М X м

В(г) = 0(^оГ-1-в)>
е = const > 0, (38Г)

являются хк-аналитически-

Рис. 22. ми функциями от t -=*= х +
-\- iy в областях

соответственно Т uSc мнимыми частями, равными нулю при х ~0. Для
равенства (380) в области Т и равенства (381) в области S

справедливы формулы обращения соотвеиьственно

; Ti-v/v(rri)^(r)^^v+7v+1<n)^(r)=Xv[i/(x,^6v) +
+ iXv+llv(x,y)t-(v+l)] (382)

it* ■-

rfvKv (ГЦ) В (г) + irT+lKv+i И) В (Г) = Xv [и (ДГ, #) gv] +

:
+/Xv+1[t;(x>(/)r(v+1)l, (383)

где Xv[a (х, #)£vl и Xv+\[v(xf y)l~~iv+l)]—трансформации Ханкеля

функций и(хг у)Ь и и (х, у)%
-<v+l)

с индексами v и v + 1,
оо

Xv [u (х, у) £*} - Ги (х. у) lv/v (fg) gdg,

no переменной £ соответственно

\

Xv+i И*. *) £--tv+,,I = j о (*. У) r(v+%+i (r|) gd|.

(384)
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В самом деле, применяя формулы (374), (375) и

-32- x"Vv (л:) = - дГ*Л+, М, -2J- **Л (дг) = *VV_, (x), (385)

убеждаемся, что подынтегральные функции в (382) и (383)
удовлетворяют условиям хЛ-аналитичности в параболических координатах
щ = (£т))~%, нл *» — (gT|)"*tit. Учитывая (380'), (38Г),
асимптотические равенства (376), а также приближенные равенства [70]

f2v-'r(v)^-v, v>0<
M*)~" ,* , KvW-. 2 n

(376')
X

убеждаемся в справедливости первой части теоремы. Вторая часть

теоремы следует из справедливости формулы обращения [701 при
i

v>-T

ф(|) = |ф|>(r)Jv(rl)rdr (387)

для трансформации Ханкеля

Ф>)-$.Ф<б).МФе<*Б (387')
о

функции ф (£) такой, что интеграл от ср (g) V\ в пределах от нуля
до бесконечности абсолютно сходится.

Замечание 2. Вид полученных интегральных представлений и

формул их обращения несколько упрощается, если Наряду с

^-аналитической функцией / (г) = и (*, у) + iv (jc, у) ввести обозначение

f(z) = и0(ж, у) + iv° (х,у)~х* и(х, у) + i-jL- v (*, у). (388)

х2

При этом функция /° (2) в силу условия ^-аналитичности

jfiJ^+iJg-.eO (389)
dz dz

удовлетворяет уравнению

Для того чтобы получить решение краевых задач
^-аналитических функций f (г) = и (х, #) + /и (jc, у) для областей £>, Я, Г и 5
при у^а -0 и заданных на остальной части их границ значениях

и или v9 достаточно принять искомое решение
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1) для области D в виде (368),,определяя А (г) и В (г)
соответственно через вещественную или мнимую части функции / (г) из

формул (370) при х = хг;
2) для области Н в виде (369), определяя С (г) и D (г) из

формул (371);
3) для области Т в виде (380), определяя А (г) из равенства (382);
4) для области S в виде (381), определяя В (г) из равенства (383);
Чтобы получить решение задачи ^-аналитических функций

f (z) — и (х, у) + iv (х\ у) для полосы D* (х0 < х < хъ — оо <

< У < оо), если заданы при х = jc0, хг (— оо < у < оо) значения

и или о, или для параболической полуполосы Г* (0<5<оо,

*По < Л < ill) ПРИ v 1*=о = ° (т^ < #< T^V и заАан"ых на

остальной части границы Г* значениях и или и, достаточно

принять искомое решение ,

1) для полосы D* в виде суммы правых частей равенств (368),
(369); определяя коэффициенты А (г), В (г), С (г), D (г) из системы

четырех линейных алгебраических уравнений, получающихся из

равенств

(L (дг, Л, В) + L* <*, С, D))*-,^ = С (Ф (х, у)] \x=XotXl9 )

(М (х, Л, В) + М* (х, С, D))x^Xt _ S fy (х, у)] |^..Х1,) (,5У 1}

где L (х, Л, 5), Л1 (х, Л, В) — левые части равенств (370),
L* (х, С, D), М* (х, С, D) — левые части равенств (371);

2) для полуполосы Г* в виде суммы правых частей равенств

(380), (382), определяя коэффициенты Л (г) и В (г) из системы двух
линейных алгебраических уравнений, получающихся из равенств

(N (ч, Л) + N* (т), Я)Wru = (Xv [и (х, у) t\ +

+ *XV+1 [v (х, у) r(v+U]Wtu> (392)

где N (т], Л) и N* (т), В) — левые части равенств (382), (383).
Если вместо и или v для областей D, Я и D* на границе задаются

значения Gu или Gi>, где G = а + р -g- (а и р — постоянные), а для

областей Г, S и Г* — значения gu или go, где g = а +Р-дг (а и

Р — постоянные), то методика решения краевых задач остается без

изменений, только

1) для областей D, Н и D* равенства (370) и (371) заменяются

соответственно равенствами

GL(xy Л, B) = C[G<p(x,*/)], GM(x, Л, В) = S[Gi|>(x, */)], (370')
GL* (х, C,D) = C [0Ф (л:, у)], GM* (х, С, D) = S [Gt|> (х, у)], (371')

а равенства (391) — равенствами

G (L (х, Л, 5) + L* (дг, С, Я)),^ = С [Gq> (х, у)] U^, J .

G (Af (ж, Л, В) + М* (х, С, D)),^ = S [Gt|> (х, г/)1|№,„*t; | (^У '
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(393)

2) для областей Т, S и Т* равенства (382) и (383) заменяются

соответственно равенствами

gN.(r\9 Л) = £ф(г,т]), (382')

g#*(ri,B) = s<I>(r,r|), (383')
где ф (г, т]) — правые части равенств (382) и (383), а равенства
(392) — равенствами,

g (N (Л, А) + N* (г,, Я)Wru = gV ('. Л) |п-чиь. (392')
где *F(r, т)) — правая часть равенства (392) при нефиксированном
значении т).

Если для областей D, Я и D* вместо w и и на границе задаются

значения (аи + $v)x=*Xl = ф (у), (а0" + Ро^)*-*,, = ф0 (у) (— «> <
<Z у < оо), где а, р, а0, Р0 — постоянные, то решение задачи

1) для области D имеет вид равенства (368) при условии, что
А (г) и В (г) определяются из системы уравнений

ахГХ (гхг) А (г) - p*r+,/v+1 (rxj В (г) = С [№+р-*> |,
ajcrv/v <«,) В (г) + р*ГVi (rxj A(r)-S [ *<»-*<-»> ],

2) для области Я имеет вид равенства (369) при условии, что

С (г) и D (г) определяются из системы уравнений х

a^v/Cv(rx0)C(r) + P^+1/Cv+i (rx0)D(r) = c|^w + ^("rt|
a^tfv (™o) О (г) - Po^+,/Cv (г*0) С (г) = S [ »И-»(-й];

(394)

3) для области D* имеет вид суммы правых частей равенств

(368), (369) при условии, что А (г), В (г), С (г), D (г) определяются
из системы четырех линейных алгебраических уравнений, два из

которых получаются из равенств (393) при добавлении в их левых

частях соответственно левых частей равенств (394) с заменой а0,

Р0 параметрами а, р и х0
— величиной х, а два других

— из равенств
(394) при добавлении к их левым частям соответственно левых

частей равенств (393) с заменой a, р параметрами а0, Р0 и х0
величиной х.

Интегральные представления (380) и (381) можно преобразовать
соответственно к виду

/(z) = u(*, y) + iv(x, t/) =

mrVIv И) А (г) - / (Sr,rV~(v+1) X

X -£- (/v+i (гц) А (г) >v+i)] Jv (riyrdr (395)
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и

f(z) = u(x, g)+iv(x, y)=>
ее

= j [(frlT Kv И) В (г) + С (gi,)v rv^+l) x

О

^x -±r (/Cv+i (rt|) 5 (г) rv-И)! Л (rg) rdr. (396)

Рассмотрим задачи для областей Г, 5 и Г* при условии, что

вместо и или v задаются значения (аи + Мл^Л! в Ф (£)» (°V* +
+ Ро0)ц-ц. - Фо (5)» гДе а> Р> ао> Ро — постоянные. Ограничимся
случаем дг-аналитических функций (k = 1, v = 0). Решение задачи

1) для области Т имеет вид равенства (395) при условии, что

А (г) с учетом (380') определяется из обыкновенного линейного

дифференциального уравнения первого порядка

а/0 (гх]г) А (г) - рЛ1г"1 -£- (Л (лу А (г) г) - Х0 [<р ©]; (397)

2) для области S имеет вид равенства (396) при условии, что

В (г) с учетом (38Г) определяется из дифференциального уравнения
первого порядка *

«Л> Ии) ^ (г) + РоЛо^"1 4г <*i (гт1о)В СМ = Хо 1Фо (6)1; (398)

3) для области Г* имеет вид суммы правых частей равенств

(395), (396) при условии, что А (г) и 5 (г) с учетом (380'), (38Г)
определяются из системы двух линейных дифференциальных
уравнений первого порядка, первое из которых получается из равенства
(397), если добавить в его левой части слагаемое, получающееся
из левой части равенства (398) при замене а0, р0, tj0 величинами а,

Р, i|lf а второе
— из (398), если добавить в его левой части

слагаемое, получающееся из левой части равенства (397) при замене а, р,
х\х величинами а0, ро, ц0.

§ 8. ОСНОВНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ОТ z = х + 1у
С ЛОГАРИФМИЧЕСКИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ р

Наряду с ^-аналитическими функциями от z = х + iy9 весьма

важен и часто встречается в теоретических и прикладных вопросах

математики класс р-аналитических функций / (г) = и (*, у) + iv (х, у)
с логарифмически гармонической характеристикой р, т. е.

таких, что р
= е*1*м9 где а (х, у) — гармоническая функция от х

и, у. Этот класс р-аналитических функций характерен тем, что

вещественная и мнимая части соответствующих функций третьего

класса / (z) = и (х, у) + iv (х, у) = ]/р и (х, у) + i °;* у)
в силу
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(57), (57')» (57 й) (гл. 1, § 2) удовлетворяют уравнениям

Дм —
d Inp
dz

и = О, Ду — rflnp

ив частности при р = e«*+Py (а, р = const)

О, (399)

'"Аа— ftaa = 0, До —АЧг-0, *2^ (а2 + Р2), (400)

т. е. ии и являются решениями уравнения Гельмгольца.
Для р-аналитических функций с логарифмически гармонической

характеристикой р, как показано в работах [111, 1121, можно

построить интегральное представление через аналитические функции
и найти формулу его обращения, которая может оказаться полезной

при решении краевых задач указанного класса р-аналитических

функций," а также некоторых интегральных уравнений.
Пусть G — область в плоскости z = х + iy, z0 — достижимая

точка ее границы, гг = © (г) — заданная аналитическая функция
от г в области О. Будем говорить, что определенная и непрерывная
в области G функция F (г) удовлетворяет в области G условию «а»,
если при г-+г0 выполняются равенства

Ю(| 2 Г-),

и условию «р», если при z -*- г0
(401)

О(|г-г0Г,+в), г0#оо,

(402)
где е = const > 0, /0 (г) и /t (г) — бесселевы функции мнимого

аргумента первого рода соответственно нулевого и первого
порядков

'о (г) = 2 -ЖГ (1)* '* W = 2 теТЖ (т-Р •

Будем говорить, что условие «а» или условие «р» выполняется

на контуре Г, выходящем из точки z0, если функция F (z)
определена и непрерывна только в точках контура Г и равенства
соответственно (401) или (402) справедливы при г, стремящемся к г0
вдоль контура Г. Установим следующую теорему.

Теорема 1 (об основном интегральном представлении
р-аналитических функций с логарифмически гармонической
характеристикой р). Пусть р — характеристика, определенная равенством

р = еа{х'у) = \еш\2, (403)

11
[ Поведение /0(z) и 1х(г) при г -*» оо зависит от arg г и определяется

асимптотическими формулами (см., например, [70, 71]).
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где а(х, у) и а> (г) = -у [а (х9 у) + ф(х, у)] = Nln Vp + иг —

соответственно гармоническая и аналитическая функции, заданные
в области О,

Zx = 0)(z), Si = CD(g). (404)

Пусть f (г) = и (х, у) + iv (х, у) — аналитическая функция от z,

удовлетворяющая условию «а» в области G. Тогда функция f (z) =

= и (х> У) +. iv (х, у), определенная равенством

f(z) = и (х, у) + iv (*, у) = Vpu(x,y)+ у=- v(x, у) =

г

г.
^

J f г1+а
«о

х h (V(«n-«(«i+e))m rf&. (405)

где а — произвольный числовой параметр, является р-аналитиче-
ской в области G с данной характеристикой р == #*ыь% функция

/ (z) = и (х, #) + iv (х, у) удовлетворяет уравнению

l&L-i!=J2./"и. (406)
В самом деле, интеграл

г

Н*) = \Р(С. г, *)/(£)dCi + Q(Сг, 5)/(С)<*&, (407)

где Я (£, z, z) и Q (£, z, z) —аналитические в G функции от £,
> зависящие от z = х + iyn z = х — iy как от параметров,

представляет собой в области G вполне определенную функцию от z. Вводя

обозначение у = —"/ р
и пользуясь общими свойствами

операторной прризводной (гл. 1, § 1), находим

dJi

+ [dQi^2) -уР(Ь *, *)]/(£) db + Q(C. *> «Jle-.-S-fW-
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(411)

Для того чтобы интеграл J (г) Удовлетворял уравнению (406),
достаточно, чтобы Р (£, z, z) и Q (£, г, г) были решением системы

уравнений

^|ЬД-йв.«.^. ^%^- = ^(£,*,i) (408)

при дополнительном условии

Q(£,*,*)k»z = 0. (409)

Переходя в (408) от переменной z к переменной гг = ю (z),
получаем

-*^ii-4-««.*.^ -^^-.T-^e.*.?). (408')

откуда следует, что Р (£, z, г) и Q (£, z, z) являются решениями
уравнения

А41/-0. (410)

Учитывая это и предполагая, что при С = z Q (£, z, z)
удовлетворяет условию (409), а функция Р (£, z, z) ограничена, находим

Р (С. г, z) = /0 (Л), Q (£, z, z) = 1fZ^ 1г (Л),
Г zx+a

b-V (*!-&)& +а).

При помощи равенств (см., например, [70, 711)

устанавливаем, что функции Р (£, z, г) и Q (£, z, z), определенные
равенствами (411), удовлетворяют системе уравнений (408') или

(408) и дополнительному условию (409). Следовательно, интеграл
правой части равенства (405) представляет собой функцию,
удовлетворяющую уравнению (406). Но уравнение (406) является следствием

р-аналитичности функции / (z) = и (х, у) + iv (х, у).
Справедливо и обратное: если / (г) удовлетворяет уравнению (406), то / (z)
является р-аналитической функцией (при любой характеристике р,

имеющей непрерывные частные производные по х и у). Теорема
доказана.

Покажем справедливость ^следующей теоремы.
Теорема 2 (об обращении основного интегрального

представления /^-аналитических функций с логарифмически гармонической

характеристикой р). Пусть f (г) = и (х, у) +iv(x, у) — р-ана-
литическая функция с характеристикой р = еР- <*• *> = | е® (2> |а, опре-

деленная в области G равенством (405), и f(z) = и (х, у) + iv (х, у)
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в области G удовлетворяет условию «Р». Тогда справедливо равенство

f(z) = u(x,y)+iv(x,y) =
г

="5" 1р {г' '•ww Л1+Q (г> '• 7) /Л(/) ^=
1

гв

2

X hiVih-zJ^ + ajbfftdiv (412)

где /х = <о (/).
В самом деле, на основании равенств (406), (408), в которых

вместо £ и г подставляется ги /,

4~ Ю (*• '• О/(01 4- [/>(г, /, 0/(01 - 0,

и, следовательно, интеграл
2

_

J* (г) = J Р (г, /, 0 / (0 dt% + Q(z,t, 1) f(t) dt, (413)
2в

представляет собой вполне определенную функцию от г в области G.
В силу равенства

ь^_ = с dPbXh_ f{t) Л +Зтщт£i+
dz о dz dz

2о

+ Q (г./,0|^-^1-/(г) = О

этот интеграл является аналитической функцией от 2 в области G.

Подставляя (405) в (413), получаем
2 t

У (г)- j />(*. /. 0 [1 /»(С *. 0/<О<*& +3«. <. О/КХЦ +
2о 2Ь

+ Q(2,i,?)[J?(C./.0?(0^ + Qe.'."0/(0«i]*i.
20

Переставляя порядок интегрирования, в соответствии с формулой
Дирихле перестановки порядка интегрирования в комплексной

форме (§ 6), находим

2

У (г)- J/?(z,0/(0dd+S(«,0f(04i. (414)
г.
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где

R(z,Z)=\P(г, *. t)Р.(С, t, ЪЛ, + Q(г. /, ОQ(С Л ОЛ„ (415)

5 (г. С) = J Я (2. /, I) Q (С, /, О Л, + Q (г. *, О Я (С, *. О Mv (416)
с

В силу (408')

d
IQ (г. /, О Q (С. t, t)] --4^[Р (г, t, i) Р (£. Л 01 -

-

-y [Р (г, '. О Q (С. '. О + Q (г, *. О Р (С. '. Ъ -

- Q (г, t, 1) Р (С, /, t) - Я (г, /, i) Q (£, /, 0] = О,

-i- [Q(г, /, 7)~Р(£, /, Г)| --^\Р (г, t,t)Q(С, /,01 -

= -§-[Q(2, /. OQ(C. t, t) + Р(г, t, t)Pg, t, i)-

- P (г, t, i) P (£, t,t)-Q (г, t, t) Q (C, /, 01 = 0,

и, следовательно, интегралы R (г, 0 и S (г, £) являются вполне

определенными функциями от г и £. Вычисляя —# (г, £), --^S (z, £),
dz dz

— /? (z, J), —S (z, £) так же, как мы вычисляли — У* (z), и учи-

тывая равенства

Q(z,/,/)|,e2=Q(£,/,/)|^«0,
приходим к выводу, что R (z, 5) является аналитической функцией
по г и аналитической функцией по £, S (z, £) — аналитической

функцией по z и антианалитической функцией по £. Последнее, в

частности, означает, что функция 5 (z, £) представима в виде

S<*. 0-S **<*-*•)*, (417)
Л—0

где z* — фиксированная точка, сЛ — вполне определенные
коэффициенты, являющиеся антианалитическими функциями ,

от £.
Подставляя (417) в (414), получаем

г оо 2

J* (г) - J R (г, С) / © dg, = S (2 - г*)* J с/(0 <£. (418)

Отсюда следует, что ck
= 0 (Л = 0, 1, ...), так как левая часть

равенства (418) содержит аналитическую функцию от z. Таким
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образом, равенство (414) принимает вид
г

(414')

Подсчитаем теперь функцию R (г, £). Имеем

Р (z, t, I) Р (С, /, 0 = /0 (Kd-Zi) ('. + *)) 'о (K(<i-Wft+a)) =

-'+iiiri(ft-^'+i,)'+(ft-4ft+<>)']+
/1=1

«=2 k+m=n

Q(г, t, 1)Q(t, *. F) = i/^i /, (J/(/,-*!> & + <*)) l/rr^1 x

x //(raw) =
«i-^fa-b)

x

X 2л 2* -ЩГ-+ 1)1 ml (m-^(i+i)" ft-,,)«,(,-£,)",

и, следовательно, функцию R (г, £) можно записать в виде

К (г, 0 = ( dtx + S ] Д/tti + ДА,
с n=1 с

(419)

где

^i = A:rf-№i-2i) + ft~Ci)], Д =
_ «i-zi)«i-Ci)

'

J
4 »

л* =w(-Н^-)2 id - гх)2 + «1 - Si)2i +

+(HfL)2(/*-2^-^'

+ 2
l l

fe-f-m=n
ОД1 m\m\ m^Jvi-hfih-ti".

(420)
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*,m>0

х(А+±)" V-*i)ftft-Ci)" i

Из равенств (420) следует, что подынтегральные выражения членов

ряда (419) являются полными дифференциалами вполне

определенных функций от tt = <в (f), обращающихся в нуль при / = г и t =

= £,

A^dty + В& = Лр! (/, г, 0 = )

--?-*{& +a)(b-zJ^-M).

А&+в^\=йф2 (/, г, о - (4)а 4"d (Й+а)2 *

X [4ft - гх)2 ft ~ Ь) +4 ft~ 2iH'i - Si)2!).

Л^ + BX = da>„ (Л г, Q = (4)"4 d (ft + a>" x

xU-nu. •-onrft-gi),'ft-Si) +

+
,

l

(л — 2)1 (л — 1)1 112!

1 1

1
{h-*d"-l{ti-ur +

(я —3)! (я —2)1 2131 (t1-z1f-2(t1-Z1)* +

+ + ТНГ
• (n-2).Ul). Л -Z^ (< ~ "*" +

+ ТЯТГ- (n-i)U. ft-^ft-Si)"]}-

Подставляя (421) в (419), получаем
2 со

/=

Ж*. С) = J*i + 2 Ф„(*, г, С)| Z= Zl-iv

(421)

/leal

и, следовательно,

J* (г) = f (*i - Ы / (С) «i. / (г) =
*

7* (2).

Теорема доказана.

Отметим, что если р
= е2*, то гх

= <о (z) = ln^p + /т =
= г и основное интегральное представление (405) и формула его
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обращения (412) соответственно принимают вид

f(z) — и (х, у) + iv (х, у) = е*й(х, у) + ie~xv(x, у) =

х Ml/"(S-C).(*+5))7(Q<*£. ■;
■ (405')

f\t) — и{х, у) + to(х, у)—

х /х(|/(/-«)(? +а))/(0£. (412')
Покажем теперь, что справедлива следующая теорема.
Теорема 3 (о решении интегрального уравнения). Пусть дано

интегральное уравнение

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) =

- |M/(*i-Ci)fc;+e»/(o«i+j/trl1 *

X Л (1/"(^-6)(«1 + а))Ш <*&. ' (422)

где z — переменная точка, лежащая на каком-либо фиксированном

контуре Г, выходящем из точки z0t f (z) = и (х9 у) + iv (х, у) —
заданная на контуре Г непрерывная функция его длины дуги,
удовлетворяющая на Г условию «р», остальные обозначения такие же, как

и в (405). Тогда решение интегрального уравнения (422) на контуре
Г имеет вид

f(z) = u(x9y) + iv(x9y) =
г

= -%г [/о (K«i-2»)(/i + a)) / (0 Я» +

+ |/=^f /i■(/«i ~ h) Й + *» / W *i. (423)

где -g-
= -дД- -g-f .-j

з«а/с производной в положительном

направлении контура Г.
В самом деле, подставляя (422) в (423) и затем изменяя порядок

интегрирования, получаем равенство (414), в котором R (г, £)
и 5 (г, £) определяются равенствами (415) и (416). Поскольку R (г, £)
и S (г, £) не зависят от эида функции f (z), здесь, как и в услрвиях
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теоремы 2, 5 (z, £) рва О, R (z, £) = Zj — £г и равенство (414)
совпадает с равенством (414'), из которого следует, что функция
/(z) в точках контура Г определяется равенством (423).

Отметим, что в случае гг = (о (z) s= z интегральное уравнение
(422) и его решение (423) соответственно принимают вид

f(z) = u(xt y) + iv(x, у) =
г

= J/»(1Лг-0й + а)) / (О <% +
го

+ l/^'i(К(г-0(*+Ь))7(0 С (422')
у г + а

f(z)=*u(x,y) + iv(x,y) =
г

=

-да- j /»(V С-г) (Г+а)) / (О Л +
■ ; .. «о

+ l/f^1 /i (K(/-z)(F+a)) / (/) Л (423')

Замечание L Считая в (405') или в (422') контур Г
прямолинейным горизонтальным отрезком, соединяющим точку z0 = х0 + iy
с точкой г = х + iy, а = аг + iy и учитывая (412') или (423'),
приходим к интегральным представлениям

х

и (х, у) = 11/0 (У(х-\)(х + а1)) +

+ Vt&II (V(^-i)^ + ai))] и (5,1/) rfg. (424)

о(дг, #) = y\Io(V(x-l)(x + ai))-

- "KifiЛ (V (х ~g) (*+ai)) 1* (Ь y)dg (425)

и соответственно формулам их обращения

«(*. У) - -дИК(V(6-*)(6 + ai)) +

+ vlf*/i(^^*)(6+*i))]"(E'i,)d6' (426)

Хл
L

- Vf^U(V (5 - *) (6 +. «i»]*(Б. у) *■ (427)
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Введя обозначения

Ф(х) = и(х, у), }¥(x) = v(x,y\ <р(х) = и(х,у), ^>(x) = v(x,y)t

(428)

равенства (424), (425) можно рассматривать как интегральные
уравнения

Ф (*) - J Uо (V(x-t)(x + <h)) +

"

+ ]A^'i(ТЛ*-S)(* + ai))<P (SMS. (424')

V(*)- i\lo(V(x-l)(* + <h))-
Xo

~ VWl7»(^-i)(* + ai))] + © «. <425')

а равенства

<f(*) = l&-$\Io(V(t-x){t + a1)) +

+VWt1* ^«-*)(б+в1))]ф©^ (426')

*<*> = -2?- л/»я/г(6-*)(Б+^) -

- "КгЙ 7l Л/Т*=*ЙГга)]Y (g) dg (427')

как решения этих интегральных уравнений.
Замечание 2. Считая в (405') или в (422') контур Г

прямолинейным вертикальным отрезком, соединяющим точку г0 = х + iy0 с
точкой z = х + iyt а = — jc — ш2 и учитывая (412') или (423'),
приходим к интегральным представлениям

и (х, у) = J - /0 (V(y-r\)(y + a2)) v (х, ц) -

У»

- VjTk 7l ^-^(У + Ъ))«(*. Л)] <Ч (429)

о (*, f/) = J L/0 (V(y-r\)(y + a3)) и (x, л) +
Уч

+ Yvrk7lVlv-vW + 'V)v <*• ч)| dT> <430>
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и формулам их обращения
у

\

и (*» У) = 1ЩГ \\ h(V(*\— #)(Л + я2)) v (*, г]) —

- Vlfik 7l ^Ч-У)(Л + в«))" (*. Л)] <*Л, (431)

* (*. У) - -£- J - /о (К(Л-У)(л + 0|)) «(*. Л) +
Vo

+ V^^T^ 7i (^(Л-^)(Л + а2)) о (*, Л)] *|. (432)

Введя обозначения

Ф (у) = ы (*, у), W{y)**v (х, у), у(у) = и (х, у), yi>(y) = v (х, y)i

(433)

равенства (429), (430) можно рассматривать как систему
интегральных уравнений

ФО/) = 1[-1^|^Л(К(#-л)(0 + аг))ф(л)-
Уо

- h\V(y-r))(y + a2)) ф (t|) ] d4 (429')

V (у) - J [/0 (У^'-Л) (# + <*,)) Ф (Л) +
Уо

+ Vvrk 7l (V (»-Л) (»+ Oi» * (Л)] *|, (43(Г)

а равенства
у

ф(4')=-^-Л-]/^/,(К(л-У)(Л + ^))Ф(Л) +

+/0 (V (л-#) (Л+ <**)) У (Л)]/Ч (431')

У г-

Ц(У) = ^1[-1о(У(1\-У)(г\ + с>2))Ф(г\) +

+ Уя+k 'х <^Ч-»)(Ч + «.)) V(Л)| d4 (432')

как решение этой системы интегральных уравнений.
Построенное основное интегральное представление р-аналитн-

ческих функций с логарифмически гармонической характеристикой
(405) и формула его обращения (412) позволяют сводить краевые
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задачи для указанных р-аналитических функций, и в частности

для уравнения Гельмгольца

Uхх + U уу 7~уу 4

<l*i
dz

U = 0, (410')

к краевым задачам для аналитических функций. Покажем, что при
помощи такого сведения в ряде случаев представляется возможным

найти решение отдельных краевых задач для р-аналитических

функций с логарифмически гармонической характеристикой р и для

уравнения Гельмгольца (410') в явном виде. Рассмотрим
конкретные краевые задачи для р-аналитических функций с характеристикой
р = е2*, представляющие самостоятельный интерес.

1. Пусть требуется найти функцию f (г) = и (х, у) + iv (*» y)t
р-аналятическую в верхней полуплоскости г = х -f iy с

характеристикой р = е2х, при условии, что ее вещественная часть на

вещественной оси и (х, 0) (— оо < х < оо) задана.

Ищем решение этой задачи / (z) = и (х, у) + iv (х, у) в виде

основного интегрального представления (405'), считая при этом

z0 =
— оо, а = аг (аг

— вещественное число). В соответствии

с (426) для вещественной части соответствующей аналитической

функции / (г) = и (х, у) + iv (х, у) получаем
х

и(х. 0) = -^ J \l0(V(Z-x)(t + a1))+

+ Vxrk7i ^«-^(e+fli))]^. о) di (434)

Предположив, что найденные значения функции и(х, 0) прих-*
-> ± оо удовлетворяют условию

\и(х, 0)— А\<М\х\-\ (435)

где Л, М9 б — постоянные (М > 0, б > 0), по формуле Шварца
находим функцию f (z) = и (х, у) + iv (xt y)t аналитическую
в верхней полуплоскости г = х + iy9

оо

/ (г) = и (х, у) + iv (х, у) = ± J "(£Л>НЕ
+ lC' <436>

—оо

где С — вещественная постоянная. Подставляя ее в основное

интегральное представление (405') (при z0 = — оо, а = ах), получаем
искомое решение задачи (если выполняются некоторые условия о

поведении и (х, 0) и J(z) при г-> оо, детального анализа которых
мы здесь не приводим) в явном виде.

Легко видеть, что точно так же в явном виде решается задача е2х-

аналитических функций / (z) =и (х, у) + iv (х, у) для верхней полу-
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плоскости z = х -J- iy, если на вещественной оси заданы значения

мнимой части искомой функции v (х, 0) (— оо < х < оо).

2. Пусть требуется найти функцию / (г) = и (х, у) + iv (х, у),
^-аналитическую в правой полуплоскости г = х + iy при условии,
что на мнимой оси значения суммы ее вещественной и мнимой частей

и (0, у) + v (0, у) (— оо < у < оо) заданы.

Ищем решение этой задачи / (г) = и (дг, у) + iv {х, у) в виде

основного интегрального представления (405'), считая при этом z^
=

= — too, а = —ш2 (^2 — вещественное число). В соответствии с

(431), (432) получаем
у

и (0, у) - v (0, у) = ±р J [/, (Kft - у) (Ч+ <»•)) -
—оо

- "К^й7l 0^(ч—-ifXn + a,))] (" (0, y\)+v (0, Л)) A,.

(437>

Определяя аналитическую функцию / (z) = и (х, у) + iv (х, у) в

правой полуплоскости z = х + iy по найденным значениям разности

и (0, */) — v (0, у) (— оо < у < оо) и подставляя эту функцию в

основное интегральное представление (405') (при z0 = — /оо, а =

=—ш2), находим искомое решение задачи ^-аналитических

функций в явном виде.

Из равенств (431), (432) следует, что точно таким же

способом решается краевая задача ^-аналитических функций f (z) =

= ы (х, у) + iv (х, у) для правой полуплоскости z = х + iy, если

на мнимой оси заданы значения разности и (0, у) — v (0, у) (— оо <
< #<оо).

3. Пусть требуется найти функцию / (г) = и(х, у) + ш(х, #),
^-аналитическую в первой четверти плоскости г = х + iy (х > 0,
у > 0), при условии, что на положительной части вещественной оси

заданы значения ее вещественной части и (х, 0) (0 <; х <с оо), а на

положительной части мнимой оси — значения суммы ее

вещественной и мнимой частей ы(0, у) + v (0, у) (0 < у < оо).
~ *»» .' ^

Ищем решение этой задачи / (г) = и (jc, у) + to (jc, у) в виде

основного интегрального представления (405'), считая при этом г0
=

= 0, а = 0. В соответствии с (426) при 0 < х ■<■' ©о получаем

0

+ j/"1^ Л (V4P^)S)] *Ц (I 0) dg, (438)

20* 307



а при 0 < у < оо из (431), (432) —
9

и(О, у)-v(О, у) = -J^ j[/0(У(Л-У)Т1)-
О

- "^^ /t 0Лл-^Л)]£ (0, т,) + и (0, т,)] di\. (439)

Определяя аналитическую функцию f (г) *= и (х, у) + iv (х, у) в

четверти плоскости х > 0, # > О по найденным значениям и (х, 0)
(О < дг < оо) и и (Q, у) — v (0, у) (0 < # < оо) и подставляя ее

в основное интегральное представление (405') (при z0 = 0, а = 0),
получаем искомое решение задачи ^'-аналитических функций для

четверти плоскости х > 0, у > 0 в явном виде.

Из равенств (426), (431), (432) следует, что точно таким же

способом в явном виде решаются краевые задачи ^-аналитических

функций / (г) = и (х, у) + iv (х, у) для четверти плоскости х > О,
у > 0, если на вещественной оси при х > 0 заданы значения вещест-

денной и (х, 0) или мнимой v (х, 0) частей, а на мнимой оси при у>

> О — значения суммы вещественной и мнимой частей и (0, у) +

+ v (0, у) или их разности и (0, у) — v (О, #).

§ 9. ЗАДАЧА О КОМПЛЕКСНОМ х-АНАЛИТИЧЕСКОМ ПОТЕНЦИАЛЕ

СИСТЕМЫ КРУГОВОГО И КОЛЬЦЕВОГО дисков

Пусть at, Ьъ аъ Ъ2 — заданные числа (ах = 0, 0 < Ьг < а2 <
< Ь2 < оо), G — правая полуплоскость г = х + и/ с разрезами
вдоль интервалов вещественной оси (0, bt)f (a2f оо), G* — правая

полуплоскость г = х + iy с

разрезами вдоль интервалов (0, 6Х),
(а2. Ь2) (рис. 23). Поставим для р-
аналитических функций от г =

= х + /у с характеристикой р = х

краевую задачу, включающую, в

частности, задачу об осесимметрич-
Рис. 23. ном потенциале системы кругового

и кольцевого дисков [113].

Требуется найти функцию f (z) = и (х, у) -J- iv (х, у), р-аналити-

ческую в области G с характеристикой р = х, удовлетворяющую

краевым условиям:

и+ (х, 0) = и~(х, 0) = Ф*(х) = Hk+%(x)f ak<x<bk9 k = 1, 2,

(440)

*(0, у)-0, 0<{/<со, (441)

»+(х, 0)= и~(дг,0) = с1, 61<х<а2,

t>+ (х, 0) = — iT(х, 0) + 2q = сг + с2, b2<x< оо,)
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где Hlf Н2 — заданные вещественные постоянные, 4%
(дг)—заданные вещественные функции от х, непрерывные на отрезках ак <С

<! х <С bkf *¥k (ak) = О (k = 1,2), знаки «плюс» и «минус»
указывают на предельные значения функций сверху (при z -► х + Ю)
и снизу (при г -*■ х — ДО), съ ,с2 — вещественные постоянные

(заранее не задаются).

Предположения о свойствах функции / (г) при подходе к точкам

z = аъ blt a2t b2 и при z -> оо заранее не формулируем. Эти
свойства должны вытекать как следствия из формы искомого решения
задачи. Ищем решение поставленной задачи в виде

1(г) = и (х, у) + iv (дг, у) = Р (/ (0) =-

«Re J/(0(z-0 2(г + 0 *<tt + *ImJ/(Q<C-#)(z-0 2Х

хСг + l) 2dlt C=»6 + ft|. (443)

Здесь z0 — любая точка, лежащая на мнимой оси при у > 0;

интегрирование по £= £ + щ ведется вдоль произвольного контура
Г, соединяющего точку z0 с точкой z = х + iyn лежащего в области

G; при z = х + iy, £ = g + Ч/ arg (z — С) (г + £) = 0, если х > £,
и arg (z — С) (г + £) = —л,еслидг<£; / (z) = и (дг, г/) + *'*>(*, #) —

функция от z, аналитическая в области G* и в области, симметричной
ей относительно мнимой оси, удовлетворяющая условию v (0, у) =
= 0 (— оо < у < оо), регулярная и имеющая нуль не ниже первого
порядка при z = оо, т. е. в окрестности бесконечности

/(*)--?- + 4- + -ф-+ •••• <444>

где Л2, A3t ... —постоянные, 7
— вещественная постоянная.

Если Г — прямолинейный отрезок, соединяющий точку z0 = 0 -f и/
сточкой z = дг + iy (У > 0), то равенство (443) принимает вид

7(2) = Z(xt у) + iv(x, у) = P(f(0) =

= J [и (Б. *) + Ф> (6, »)] ^^гр . С = Е + fc- (445)

Рассматривая интеграл (443) вдоль замкнутого контура,
составленного из отрезка мнимой оси [у, у -f R19 горизонтального
отрезка г ='х +iyt 0 <: х < /?, и четверти окружности 'радиуса /? с

центром в точке z = 0 + ЧЛ и учитывая, что

f Го n
/(DC-W

Im 2ш Res -./- -=

D
= 2яу, arg(x2-£2) = —л, *<£,
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можем записать

/
7 fz) = Z(x, у) + to (х, у) = />*(/ (О) + i ■&- =

= J{Re|/(C)e 8I + $lm{/(Qe 2]} -* + -ffi-, £ = 5 -f 4
oo

*

Положим
(446)

7 (*) = и (x, у) + to(x9 у) = /i (*) + 7a (2), (447)

где /2 (z) = их (*, */) + £ ^ (x, y), f2 (z) = н2 (x, */) + w2 (x, y) — х-ана-

литические функции от z,

7i (2) = Р (/, (О). /1W - /> (/а (0)» £ = I + <П, (448)

fi (г) = «1 (х, у) + ivx (х, y)f f2 (z) = и2 (х, у) + iv2 (х, у) —
аналитические фуНКЦИИ ОТ 2,

Mzj-z/^z), /.(*) = К*2 - а^2 (г) + fY« (К г2 - а22- /г2 - frf).

Функции У7! (г) и F2 (z) имеют вид

'а

^(z) = Uk(*> У) + &к(х> У) = -STI 2Uk(t)-^dtt k = 1, 2,

ах = 0, (450)

где Y2
— вещественная (пока неопределенная) постоянная,

arg |/ 22 — ^2 = 0 при z = х + Ю (х> а2), arg j/z2 — 62 = 0 при

z = х + iO (х> b2), t — вещественная переменная

интегрирования, Ux (f)t U2 (t) — вещественные нечетные функции от /,
определенные и удовлетворяющие условию Н (условию Гельдера) в

интервалах — Ьх < х < Ьх и соответственно (—Ь2, —а^ и (а2, Ь^. При
подходе к концам интервалов bt и a2t Ь2 функции иг (t), U2 (t)
можно представить так:

U {t) = _JM0
, и (t) = -Jb«.

, U2(t) = -ibW-
. (451)

Здесь щ (/), до2 (0 —функции от t, удовлетворяющие условию Н
на отрезках, правыми концами которых являются точки Ьх и Ь2\
щ (0—функция от /, удовлетворяющая условию Я на отрезке,
левым концом которого является точка а2\ a, р — постоянные,

причем 0<а<1, 0<р<~

Для предельных значений интегралов типа Коши Ft (х) =
= Ut(x,0) + iVt(x,0) (k= 1,2), учитывая формулы Сохоцко-



го, получаем

F+ (х) = U, (х) +| jt (x)t о < х < bv)

/7+(*) = 1 ,/,(*), 61<дг<оо, J

Ft(x) = U2(x)+±J2(x), a2<x<b2,

Ft(x)=jJ2(x), 0<x<a2, b2<x<oo

(452)

(453)

где

bk

TW~FkM = 4d]w*®T^dt- * = 1'2' <454)

Из (449), (450) видим, что vk (0, у) = 0 (— oo < */ < oo, A =

= 1, 2), и поэтому на основании (445), (448),

M0,i/) = 0, 0<t/<oo, u2(0, */) = 0, — oo<^<oo. (455)

Из (449), (450) также следует, что vt (х, 0) = vT (х, 0) (0 <

< х < bi), мх (х, 0) = 0 (&х < х < оо). Поэтому функция fx (z) =

= ui (х, у) + ivt(x, у) в силу интегрального представления скачков

х-аналитических функций (§3) удовлетворяет условию ut (х, 0) =
= иТ(х, 0) (0<х<&1). На основании принципа симметрии р-ана-

литического продолжения р-аналитических функций (гл. 1, § 5)
в правой полуплоскости г = х + iy с разрезом вдоль вещественной
оси (0, Ьх) выполняются равенства

vt(x, 0)— сх = — (рТ(х, 0)— q), 0<х<&1, 1
(456)

0+(*» 0) = — vi (х, 0) + 2сх = clf ^ <x<oo,J

где в соответствии с равенством (446), записанным в применении к

функции /х (z), и с равенствами (449), (450), (454)

b^tUiWdt. (457)
о

Далее из (449), (450) находим v2 (х, 0) = 0 (0 < х < аа),

И2~(*, 0) = и^(х, 0) (а3 < х < оо). Поэтому в правой
полуплоскости z = х + iy с разрезом вдоль вещественной оси (а2, оо)

функция 72(2) = a2(x, #) + /у2(х, */) в соответствии с интегральным

представлением ее скачков (§ 3) удовлетворяет условию и^ (х, 0) =
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= щ (х, 0) (а2 < х <с оо) и для нее справедливы равенства

•vf(x90)~ W(x9 0) = 0, 0<*<а2, о?(дг, 0) = —Ьг(дг,0),]
42<х<&2,

vt(x, 0) = — i£~ (х, 0) = с2> Ь2 < х < оо,

• (456')
где в соответствии с (445), (446), (448), (449), (450)

с2 = 1 Ш% (t) d/ + v2 т $- <&. (457')
а*

Из (455), (456), (456') следует, что х-аналитическая в области О

функция / (г), определенная равенством (447) или равенством
2

/ (г) = Re J [CFt (0 + К?3^2 (Q + iy2 {V^~^2 -У^Щ)] X

г

X ./ ^_ +Пт Г [У, (0 + 1^3^,(0 +

+ «ъ (K^^l-/?^)] yr^j'g* . С - 6 + Ч (458)

или равенством

7 (z) = ы (х, у) + iv (х, у) = f (Re 1^,(0 + yfr=t&% (£) +
6

.+ iy2(}f?-al - V?-b$\ + i% lm 1^, (0 + V?-a22Ft(Q +

, (458')

удовлетворяет краевым условиям (441), (442).
Рассматривая равенство (458') при у = + 0, 0 <; х < Ьь а2 <

<*< &2 с учетом краевых условий (440) и равенств (449), (450),
(452) — (454), получаем

X

&1 (*) - J &/, (Б) + V^i -l*J, (I) -
0

-Y,(]/fl2-|2-^-|a)) vJlv ,0<x<bv (459)
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b
"* fc

о

+ Тз^2-|2) y^L— ,a2<x<ba. (460)

Замечая, что при a = const для оператора

С (Ф (Б)) = ) Ф (IX*8 -12)
2

<*£, Ie (Ф (*)) =
а

Х

1

справедливо тождество -^ La (La (ф (|))) р= Ф (Я,) (§ 3), и применяя

к равенству (459) оператор -^- L0, находим

W± (X) = Ф2 (Я) - 1/а22-Х2 У2 (X) + у2 (jAil-tf -Уъ\-\\
0<X<ftlf (461)

где

Ул.»—x-

▼.W-iTf*iWi^3
(462)

Простой подсчет показывает, что

2xdx

I
и поэтому выполняется тождество

= — arcsin
Я2~^-2л

Т)=М

**-£* 2
T»=fl2

^d_^ / 1 \_ <* 1 Г 2*d*
_

Л °*
\|/ *2 _ £2j (ft Я J ух2_|2 /Я^^5

V^T 2Х

Ь>х>а2, 1<а2.

(463)
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Применяя к равенству (460) оператор -д- Z,a, и используя тождество

(463) и соотношение (461), при аг < X < Ьг находим

Фг (X) = Vx*-alUt (X) + v2 Vb\-^? +
Vv-4

X{VJ~? J2 (l) - y2 (У a! - g» - K^p)) ^^ dg. (464)

где

Ф, (X) = 4-1., (Ф, (*)) = ■
2A,

yv-4
* ff, + V *•-<&?(*),

Л

a2<Ji<62.

Учитывая (454), можем написать

1 I /2

at

(465)

2А,

у==-
• ^ J (ai - V) /. (I) -ъ^гЪ -

■«2 6, П*-0*

xill/,(<)^.0* (466)

где

_ Г (°2 —i2)2^2< •

или после подсчетов

о»

£ (К t) = j ,,2^8 dl + (c&—X*) j (p_|2«^_ga) d\:

= 2Mn <+i
<-? %(4-x.,T^F(„„i±|-n„-^)-;,

т. e.

*(*. 0 = ТГГ7Гl* (a' -<*> «><*)-' (al -P) (о (X)],

ш(/) = 1п1±^_1п4±^, aa<X, t<br
(467)
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Замечаем, что

— Kb" —a£S(JL), (468)
где

Л=('Ф1(|)-7=ЦГ^, (469)
у V а% — I*о

5(Х) = 41ф1^) ,/ I 'ТГ=&<*> а,<К*г (470)

Далее, находим

г^Т Ч
I - 2А,

где

j^B—Vba — ol со (А.)+ 7\М. (471)

"-•'
v^Tgr

B-ilT?=r-r (472)

6, V4-62 5

или после замены переменной интеграции вида (X2 — al)a = Хг — £а

К-а\

Ofi

(473')

При a2 <; Я. < 62 непрерывность функции S(A,) следует
непосредственно из (470), непрерывность R (к), если предположить, что

функция Ч?2 (х) непрерывно дифференцируема,— из равенств
я. I

где переменная интеграции о определяется равенством
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Подставляя (465), (466), (468), (471) в равенство (464), при %<
t <С Ь2 получаем

VV—<& U2(X) = Vx2-al[R (X) + 5 (X) + уцТ(Х)} +

1

^(Н2-А-у2В)+
'

.±[u%(t)- 2

X [X (t2 — al) ©.(/) — t (X2 — ai) о)(X)] Л, (47
где

T(K) = _JLe>(xx+ 1/J—т Г0(Я), Г0(Я) = 7\(Ь)-Krf-Wл У Яа — с$

(471
причем в соответствии с (473') Т0(а2 + 0) = 0. Учитывая последи*
из условий (451), при X -+ а2 + 0 из (474) находим соотношен!

ь,

H2-A-y2B-±$U2(t)<o(t)dt = 0. (47i
' в*

Подставляя его в равенство (474), получаем уравнение

U2 (X) = R(X) + S(X) + у2Т (X) + Jp f U2 (t) Н (X, t) dtt

a2<Xt t<b2t , (47;
где

H (Xt t) = -jgA- (X© (0 - to (X)), aa < X, t < ftr (471

Из (476) находим
ь,

Y2 = -^ (Я2 - Л) -4 • ^ j U2 (t) со (/) Л. (47!
a,

Подставляя (479) в (477), получаем искомое интегральное уравнен*
для определения функции U2 (X), удовлетворяющей условиям (451

ь,

U2(X) = R(X) + S(X) + ±(H2^A2)T(X) + ^\ U2(t)G(Xt t)dt
a*

at<K t<bt, (48(
где

G(X,t) = H(X,t) + h(X,t), ft(Я, *) = «>(*•)*>(0. w (Я) = — -^ лТ (к

(48

При этом существенно, что функция Т (Я) непрерывна в полуш

тервале (а2, 62] и при Я -»- а2 + 0 Т (Я) = о ((Я2 — с|) 2). Ядр
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G (X, f)t H (X, f)t h (X, f) непрерывны в полузамкнутом квадрате

аг < X, t < Ьъ при X -+ аг + О

H(Xt t) = о{\пл~1, h(Xt t) = о((Х*-а22) 2), G(Jt, t) =

= о((я2-4"
при / -> а2 +0

(482)

= о((/2-а|) ?). G(M) =

= о((/2-<$ % (483)
Пусть (72 (Я) — решение

интегрального уравнения (480),
удовлетворяющее условиям(451). Подставляя 02(Х)
в (479) и в (450) (при k = 2), находим рис. 24.

72 и F2 (г). Определяя Ut (X) из (461)
и подставляя его в (450) (при k = 1), находим Fx (z). Подставляя
Pi (z);> ^2 (z)t Ъ в (458) или в (458'), получаем искомое решение
задачи о комплексном ^-аналитическом потенциале системы

кругового и кольцевого дисков в квадратурах. При этом постоянные съ с2

определяются равенствами (457), (457').
Рассматривая интегралы от функций

N

г (g) = (l + iy) (t - iy -1)"1 (*2 - V)
по замкнутому контуру (рис. 24), получаем

. lr(i), У>0, (484)

**4й {'«>* = Re[-1 tor® - T5Res/(6)] ■

~

2
w

YlfiZ^f. iy)*

Im -i) i'(S)dS = j< + <(<-»V)
7Г Im , =

2 Vx* — (t iy)3

Учитывая эти равенства и условие Im (zF^ (z))*=o = 0, реше
ние (458') задачи (440) — (442) можем записать в виде

Ьг

J(г) = «(ж, у) + lv (х, у) = J (Re yxt_\t_iy)i- +
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[X
r

'
-» v X

al

-V?- bl)] + it Im \i V? -ai- V? - b22)\)
dl

|/jc2 —ga

l = l + iy, У>0>

arg(x2 — £2) = 0, л при £<x, £>*.
(485)

Отметим некоторые частные случаи вырождения полученного
решения задачи о комплексном дг-аналитическом потенциале системы

кругового и кольцевого дисков.

1. Случай одного кольцевого диска. Пусть Ьх = 0, первое из

краевых условий (440) отсутствует, в первом из краевых условий
(442) сх = 0. Все остается без изменений, только в равенстве (479),
определяющем числовой параметр у2у А = 0; в интегральном
уравнении (480), определяющем U2 (к) ,

S (X) = 0, А = О; в

интегральном представлении искомого решения / (z) (458), (458') следует
считать Fx (£) = 0, в интегральном представлении этого решения
(485) и в равенстве (457), определяющем cl9 Ux (t) = 0.

2. Случай одного кругового диска. Пусть а2 = оо, второе из

краевых условий (440) и второе из краевых условий (442)
отсутствуют. В этом случае вместо равенств (459) — (461) при 0 < хД < Ьх
выполняются равенства

о о г

(486)
Искомая ^-аналитическая функция J (z) определяется в явном виде

равенством (19) или (19') при условии, что F2 (£) = 0, 72 = 0, или

в соответствии с (485)

](z) = u(x, y) + iv(x, у) =
ь

\__-j[*-^™+

сг в соответствии с (457) определяется раве]

о о > о
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или *} ~

сг=± 2#А + ± Г Ъ<№± . (488)

Заметим, что рассматриваемая задача о комплексном х-аналити-

чёском потенциале одного кругового диска совпадает с частным

случаем задачи 4 при k = 1, а = Ьи Фг (х) = Ф(х) (§ 4), а формула
(487), являющаяся ее решением, совпадает с формулой (137) при а =

= Ьи ф* (/) = Фх (0, Ф* (О = О, D =

ycu гДе постоянная D

определяется равенством (123), постоянная сг
—

равенством (488).
3. Случай одного кольцевого диска с внешним радиусом, равным

бесконечности. Пусть Ъх = 0, первое из краевых условий (440)
отсутствует, в первом из краевых условий сг = 0, во втором из краевых
условий (442) Ь2 = оо. Эту задачу можно рассматривать как частный

случай задачи 5 (§ 4), решение которой, как показано в общем
случае, находится в явном виде. В данном частном случае ищем решение

задачи f(z) = и (х, у) + iv (х, у) в виде (445), предполагая, что

/ (г) = и (х, у) + iv (xf у) в плоскости z с разрезами вдоль
вещественной оси (—оо, —а2), (а2> °°) является аналитической

функцией v (х, у) = 0 (— оо < у < оо) и при подходе к бесконечности

/(*)-£ +/о (*). (449')

где у
— вещественная постоянная, /0 (г) а М2. В силу (446) и

формулы обращения (63) (при k = 1)

Полагая v(—х, 0) = —v (х, 0) и используя формулы Сохоцкого,
находим

I—оо аг J

-i№ir- <49o>

Подставляя (490) в (445), получаем
x

/ W -

T J I« «. У) + %v <6. *)1 7^=p =

,_L f/_J * )* * I

+ 'taTi(TJT-Tb)-t^]"C.^
][-

(491)

319



Считая, как и ранее, arg (дг2 — £*) = 0 при £ < х , arg (х* — |*). ==»

= я при | > дг, с помощью интегрирования вдоль контура вида,
указанного на рис. 24, находим

Rei]j-rir-Tb-)j7i^=-ReT'
1 I

/^-G + W*
+

K-t-iff)

Подставляя эти выражения в (491), приходим к искомой формуле —

решению задачи в явном виде

f (г) - и (х, у) + iviv(xt у) = j Г Im l

+ tRe-
< + «У

v(t, 0)dt,

yx*-(t + iyy

(492)

/*»-(< + iy)\

arg(x2 —12) = 0, я при £<*, £>*,

где t» (f, 0) определяется равенством (489).
4. Случай кругового диска и кольцевого диска с внешним

радиусом, равным бесконечности. Этот случай совпадает с задачей 6"'

(§4) при условии, что Ф (х) = Фх (х), ¥ (х) == Фа (х) (а = Ьи Ь =
= <h> Ьг = об). Решение задачи в соответствии с § 4 имеет вид
равенства (54') или при Im г > 0 — равенства (445), где (на
основании того что X (f)

— X* (f) = 0)

(493)

\i* (x) — нечетная, X (x) — четная вещественные функции от х,

функция (а* (х) при \х\ > b определяется в явном виде через
функцию к (i),

рЦх) = 2Ф2(х) + ^$ХУ)т^, Ь<х<оо, (494)

а функция X (х) — как решение интегрального уравнения Фредголь-
ма второго рода

Ч*) = »»(*) +i-j *(*. 6) 46) <*6 (495)
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с непрерывным симметричным ядром

и свободным членом
оо

ш (х) = 2Фг (х) - -1 j Ф2 (0 -j^j. ,
. (497)

Фх (х) и ф2 (х) — известные функции, определяющиеся равенствами

о
b

§ 10. О РЕШЕНИИ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ ОСЕСИММЕТРИМНОГО ПОТЕНЦИАЛА

ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННОГО СЛОЯ

Задача теории осесимметричного потенциала для
пространственного слоя, ограниченного двумя плоскостями, при условии, что на

одной плоскости задаются значения решения, а на другой —

внутри некоторого круга задаются значения решения и вне этого круга —

значения его нормальной производной, рассматривалась в ряде работ
(например, [114, 115]). В настоящем параграфе показывается [116],
что эта задача в несколько более общей ее постановке при помощи

основного интегрального представления х-аналитических функций
очень просто сводится к решению линейного интегрального
уравнения второго рода со сравнительно простым ядром.

Пусть G — полуполоса в правой полуплоскости г = х + iy,
0 <С х < оо

, 0<iy<chf а — граничная точка области G, лежащая

на вещественной оси, у = —. Поставим краевую задачу для р-ана-

литических функций от г = х + iy с характеристикой р = х.

Задача А. Требуется найти функцию f(z) = u (ху у) + iv(xt у),
р-аналитическую в области G с характеристикой р = х,

удовлетворяющую краевым условиям

v*(Q,y) = 0 (0 <*/</i), «Г'(х, Л) = 0 (0 <*<«>),

(500)

V(xy 0) = 0 (0<*<a), w+(jc, 0) = Ф(х) = #+¥(*) (501)

(а<*<оо),
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где Н — вещественная постоянная (заранее не задается), Т (х) —
вещественная функция от х, заданная и непрерывная при а <; х <

<; оо , ¥ (а) =»0, знаки «плюс» и «минус» указывают на предельные
значения функций при подходе к границе области G изнутри.

Каких-либо предположений о свойствах функции f (z) при подходе
к точкам г = a, ih и при z -*» оо заранее не формулируем. Эти
свойства должны вытекать как следствия из формы искомого решения

задачи и непрерывности ф (х) в точке х = а +0.
Будем искать решение поставленной задачи в виде (443).

Рассмотрим аналитическую функцию / (г) в виде

/ (г) = и (*, у) + iv {х, у) = V^(z) F (г), (502)

где со (z) = ch уг
— ch уау arg У со (z) — 0 при z = х + ДО, а <С

< х < со
, и arg У со (z) = -^- при z = х + /0, 0 < дг < а, и при

г = х + ifi, 0 < дг < оо,

Л^-г/и.й +л'лл-^я/м^Й^л. (503)
а

t — вещественная переменная интеграции, U (t) — вещественная

функция от t9 определенная и удовлетворяющая условию Н (условию
Гельдера) в интервале (а, оо) и вблизи концов этого интервала пред-

ставимая в виде U (f) = ф (t) (/.— а)~а, U (t) = О (Г1-8), е и а —

постоянные (е > 0, 0 < а < 1), <р (/) — функция от /,
удовлетворяющая условию Н на отрезке, левым концом которого является

точка / = а. При помощи формул Сохоцкого для предельных значений

интеграла типа Коши (предварительно обобщенных
соответствующим образом) получаем

F+ (х) = U+ (jc, 0) + iV+ (*, 0) =
уУ(дг), 0<д:<а,

U(x) + ±J(x)> 0<л:<оо,

где
(504)

ОО /

l/W-FW-^^W^^rf/. (504')
а

Из равенств (502) — (504') следует, что v (0, у) = 0 при 0<cy<z
< А, у (х, 0) = 0 при 0 < х < а, а (х, Л) = 0 при 0 < х < оо.

Поэтому на основании (445) функция / (z), определенная равенством
(443), удовлетворяет краевым условиям (500) и первому из краевых

условий (501). Подставляя (502) в равенство (443) и считая при этом
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С = I + iy, получаем
X

7 (г) - и (х, у) + tv(x, у) - j (Re [V^ffi F (С)] +
о

+ /|Im[V^O)F(S)])—j£_ C-S + i*. (505)
К *2 — £2

Рассматривая (505) при г/ = + 0, а < * < оо и учитывая (504),
(504') и второе из краевых условий (501), находим

и к

ф (х) = j V=^&j (i) f + j v^TT) f/ (6)
<*&

a < x < oo. (506)

Замечая, что для операторов

^(Ф(|))=|ф (i) -^j-. l (ф w)=^ J; w -р^т.

справедливо равенство ^
L (L0 (<р (£))) = ср(А,), из (506) получаем

ф (К) = g (Jt) + со (A,) £/ (X), а < X < со, (507)

где'

(508)

(509)

Учитывая равенство
к

J_[ ____2xdx 1 ,/ . „2 2Х

Х>*>а, 6<о, (510)

находим
со

*<*)- -p=L=- • 4--/- /х^^^jt/(0G(?i( ол,"

а

(511)
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где G (к9 0 — ядро
а

^^^

ПСк t\ - Г ^chyq-chyE 7 shy/ 2А, ,

a<K t<oo, (512)
q — постоянная,

Полагая в равенстве (512) £= t + (к — t) а, ядро G (X, /) можно

записать в виде
t

Q(\ А- Г ^Chyg-Chyg у shy* ,, t\f_i Ц

a—t

21—^

da

(514)

In
?i — a

t — a
, a<^,

^
(Я, —00 — a) J a

'

otk уда

|G(X,oi<Aiin7^ + M1I-L7r
/<oo, M = const, (515)

и, следовательно, в области a < X, t < oo G (A,, f), как функция
от к и /, непрерывна при к Ф t, ограничена при к = / и

удовлетворяет условиям

G(b, 0 = о(1Пт^) (Wa + 0), G(k, 0=0^-^)
(/-^a + 0). (516)

Подставляя (508) и (511) в равенство (507), получаем
ею

ш (b)U(k) = ¥ (Я) + Kb2— a2 ^ j t/ (0 G(X, *)<** +
a

1 4Х
+

Равенство

U(k)=T(k) +

УХ* — а2 я

№ - a2 1

(Я—(/), а<Я, /<оо. (517)

где

j/"ch уА. — ch ya

Я<^, /<оо,

.±§U(t)G(Kt)dt,
(518)

Г(Я) =
J^ch уЛ — ch ya

(519)
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или (если функция W (х) непрерывно дифференцируема)

т(%) = -у={ — [у w-yJL^dx**v '

|^ch yk — ch ya О j/> _ x2
a

1

__

УХ — a 2_ С ™/ .v 2A, do
__

.* ,.

(520)
является вполне определенным интегральным уравнением.

Из (520) следует, что функция Т (X) непрерывна в точке X =
= а +0. Пусть U (X) — решение интегрального уравнения (518).
Если положить

Н = q, (521)
то U (X) будет удовлетворять уравнению (517). Подставляя U (X)
в (503), находим F (z), йодставляя / (£) = У о) (Q F (£) в (443),
получаем искомое решение задачи (500), (501). Это решение в силу
(505) можно записать в виде

m - ;„, л+*„.,»-J(*[* J£ЩЩ«_|1_]+

(522)
Поставим теперь следующую краевую задачу.

Задача Б {основная задача). Требуется найти функцию f (г) =

= и (х, у) + iv (х, у), р-аналитическую в области G с

характеристикой р = х, удовлетворяющую краевым условиям ,

и+(х, 0) = Ф(х) = Н + W (х)9 0 <*< а, у+ (jc, 0) = су

а<х<ооу (523)

u"~(x,/i) = 0, 0<лг<оо, и(0,#) = 0, 0<*/<Л, (524)

где Я и с — вещественные постоянные (заранее не задаются),

Y (х) — вещественная функция от х, заданная и непрерывная на

отрезке 0 < х < a, Y (а) = 0.

Будем искать решение задачи в виде

г г

7(г) = Re f/(D <. + Пт('/(£) . «~? + fc,

£ - I + й|, (525)
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где f (г) = и (х, у) + iv (х, у) — аналитическая функция от г,

определенная равенством (502) при условии, что

а

F(z)^U{X,y) + lV{x,y)=^2U(t) ,;У dt,
о

(526)
t — вещественная переменная интеграции, U (/) — вещественная

функция от /, удовлетворяющая условию// в полуинтервале [0, а)
и вблизи точки t = а подставимая в виде £/(/) = ф (/) (/ — а)~~а,
а — постоянная (0 < а < 1), ср (/) — функция от /,
удовлетворяющая условию Н на отрезке, правым концом которого является

точка / = а. В соответствии с формулами Сохоцкого в их

обобщенном виде получаем

F+\x) = U+(x, 0) + iV+(x, 0) =
U(x) + ±J(x)t 0<jc<a,

jJ(x), a<x<oo, (527)

где

u

l/w-fw-ja-ja/w л;*$ dt. (52Г)
о

Считая в равенстве (525) £ =£ + iy, находим

7(«)-jlRe(/(t)e 2) + /|Im (/(£)* 2)1 ^L_ + fc,

С-б + 'у. - (528)

Из равенств (502), (527), (527') следует, что и (х, 0) = 0 (а < х <

< оо), a(;t, Л) = 0 (0 < х < оо). Поэтому функция / (г),
определенная равенством (525), удовлетворяет второму из краевых

условий (523) и первому из краевых условий (524). Рассматривая ин-

теграл от функции /(£)£ 2
по замкнутому контуру loo + tft, 0 -f.

+ ih)9 [0 -f iK 0 + iyh Ю + iy* °° + 4fb получаем v (0, Л) =

= v (0, t/) = v (0, 0) (0 < у < Л). Второе из краевых условий
(524) будет удовлетворено, если положить

а , / 2л \

с = jKchYa-chygjiE- jЯ/(0 chT<lcHVg Vsh*«Jdg.
(529>
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Учитывая первое из краевых условий (523), из (528) находим

а х

0<*<а. (530)

Отсюда, учитывая тождества

1^<ф<1»)=ф<у,, it(TpL;r.)_4..-^=5-x
X

xa_gt
, а>х>Х>0, £>а, (531)

где
* х

а а

х, Л. < а,

получаем
а

V—a>(X)U(X) = —Ч(Х) + Vа2 —Х*-^§U(t)G(K t)dt +
о

JL(H-q), (532)

где

Y(b) = -^L (¥(*)), 0<Ь<а,

(533)
а

пп ,ч Г ^chyg-chyg yshy* 2*_wt П«--k /<-/7

oo

(534)
или, если положить £ = * — (^ — t) o,

a—t

K-t i

+ *-,'<■-J*. <535)

знаки «плюс» и «минуо соответствуют случаям к> tt X < L
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Из (535) следует, что при X > t и X < /

l°^0l<Al(^ln^+^ln^5r)f M=const,

(536)

откуда вытекает, что в области 0 < X, / < a G (X, t)t как функция
от X и /, непрерывна при X Ф /, ограничена при X = t, X = -f О,
/ = + 0 и удовлетворяет условиям

0(^,0 = 0(^-5^-) (Х-+а-0), G(X, 0 = 0^^)
(/^а_0). (537)

Равенство
а

у chya — chyk п (j
(538)

где
х

Т(Х) = .

* '-if у да
~2xdx

, 0<Х<а,

(539)

или (если функция Т (*) непрерывно дифференцируема)
о

V '
/ch Ya - ch уХ я J v ' Я + х Yo

(540)

представляет собой вполне определенное интегральное уравнение.
Пусть U (X) — решение интегрального уравнения (538). Тогда

при выполнении условия
H = q (541)

U (X) также удовлетворяет уравнению (532). Подставляя U (X)

в (526), получаем функцию F (z). Подставляя / (£) = ]/ со (£) F (£)
в (525) или (528), находим искомое решение задачи (523), (524)
при постоянных Яис, определенных равенствами (529), (533), (541).



ГЛАВА 3

О НЕКОТОРЫХ ПРИМЕНЕНИЯХ р-АНАЛИТИЧЕСКИХ
И (/>, ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

На вопрос о том, где можно применять ^-аналитические и

(р, ^-аналитические функции, можно было бы ответить просто.
А именно: ^-аналитические и (р, ^-аналитические функции можно

применять там, где встречаются и применяются линейные
эллиптические системы дифференциальных уравнений в частных

производных первого порядка с двумя неизвестными функциями от двух
независимых переменных. Но такой ответ был бы не полным и не

оправдывал бы введение р-аналитических и (р, <7)"аналитических
функций как специальных объектов для изучения. Дело в том, что

если бы при помощи этих функций 'можно было получать только

те результаты, которые получаются методами теории
дифференциальных уравнений в частных производных, то их незачем было бы

вводить. На наш взгляд, важно указать такие применения
р-аналитических и (р, ^-аналитических функций, которые становятся

возможными благодаря математическому аппарату, построенному
для них по аналогии с классической теорией аналитических

функций, а также тем качественным свойствам, которые им присущи как

функциям комплексного переменного, получающимся при
объединении двух вещественных функций двух вещественных переменных
в одну компл^кснозначную функцию одного комплексного

переменного. Именно такие применения р-аналитических и (р,
^-аналитических функций рассматриваются в настоящей главе. При этом

исследуется сравнительно неширокий круг вопросов, так как

указать все области, в которых возможно применение р-аналитических
и (р, ^-аналитических функций, так же трудно, как и перечислить
все области, в которых применяется классическая теория
аналитических функций.

§ 1. ВАРИАЦИОННО-ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ

СРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ И ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ
В ОДНОРОДНОЙ И НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДАХ.

МЕТОД МАЖОРАНТНЫХ ОБЛАСТЕЙ

Основные интегральные характеристики
фильтрационного потока

При решении задач теории фильтрации основной интерес
представляет определение таких интегральных характеристик, как

расход жидкости, выходные скорости и противодавления. Плоские
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фильтрационные потоки в однородной среде описываются
аналитическими функциями комплексного переменного, и поэтому
вполне естественно, что общие вариационные принципы теории
конформных отображений могут быть использованы для получения
качественных выводов о поведении указанных выше интегральных
характеристик. Тдк, в работе 11171 при помощи выделения главных

частей функций, устанавливающих конформное отображение
близких областей друг на друга, указан знак вариации выходных

скоростей при изменении длин шпунтов в случае плоской фильтрации
в однородной среде под плоским флютбетом со шпунтами. В работе
[118] при помощи теоремы о движении граничных точек конформно
отображаемых областей [119, 120] установлены общие
вариационные теоремы сравнения плоской теории фильтрации, указывающие
знак вариации интегральных характеристик фильтрационного
потока при всевозможных изменениях области, заполненной
фильтрующейся жидкостью. На основе этого предложен так называемый

метод мажорантных областей, позволяющий приближенно (с
указанием пределов погрешности) находить основные интегральные

характеристики фильтрационного потока посредством решения
соответствующих краевых задач для двух вспомогательных областей,
для которых это решение известно или находится просто х.

При помощи установленной нами теоремы о сохранении области

для линейных эллиптических систем дифференциальных уравнений
12, 5] (гл. 1, § 7) можно распространить указанные выше общие

вариационные теоремы сравнения и метод мажорантных областей на

случаи плоской фильтрации в неоднородной среде и

пространственной фильтрации с осевой симметрией в однородной и неоднородной
средах. В настоящем параграфе приведены результаты в основном

в соответствии с нашими работами [5, 19]а.

Теоремы сравнения

при отсутствии промежутка высачивания

Основные уравнения установившейся пространственной
фильтрации в неоднородной изотропной среде в прямоугольной системе

координат х, у, г имеют вид3

divy = 0, у = — ifcVA, h =
-j + y, (1)

1 Частично содержание результатов работы [118] приводится в монографии
[121].

2 Теоремы, аналогичные вариационным теоремам сравнения, но только для

1 1
частного случая эллиптической системы уравнении их =

—

vy% иу— vx,

были установлены одновременно И. Серрином в связи с рассмотрением задач

гидромеханики при помощи принципа максимума для решений уравнения vxx +

-+■ vyy vy
= 0 422, 123]. Эти результаты были обобщены при помощи

теоремы о сохранении области в работе [124].
3 Ось у считается направленной кверху.
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где v — BeKtop скорости фильтрации, Р — давление, к —

коэффициент фильтрации, у
— удельный вес жидкости [1211. В плоском

и осесимметричном ртносительно оси у случаях фильтрации
функция h удовлетворяет соответственно уравнениям

4 (*-£)+*(*-*■)-* «

4r{*f)+$■(**)-<>■ <3>

Полагая 4
г = х + iyt k = kk0i где k0 — какое-либо постоянное

значение коэффициента фильтрации, введем функцию
комплексного переменного

w = w (г) = и + iv9 (4)
где и = — k0h9 v — функция, определяющаяся в плоском и

осесимметричном случаях соответственно из систем уравнений

и* = -j- V и„
= —

х v*> №

**--arv* u* = --wv*- №)

В отличие от и и с/, называемых соответственно потенциальной
функцией и функцией тока, функцию комплексного переменного w (г) =
= и + ш, определенную равенством (4), будем называть

комплексным потенциалом соответствующего фильтрационного потока.

Очевидно, что этот комплексный потенциал будет р-аналитической
функцией с характеристикой р = k в случае (5) и р = xk — в

случае (6).
При помощи комплексного потенциала определяются все

элементы движения, связанные с соответствующим фильтрационным
потоком. Так, в плоском случае вектор скорости фильтрации с/,
давление Я, линии тока и расход жидкости Q, т. е. количество

жидкости, проходящей за единицу времени в сторону правой нор-,
мали заданной кривой С, определяются соответственно

равенствами

v = k{uM^iuy) = —i(vx + iv¥),P =
— -lLu—yy, |

v = const, Q = \v]c. J
В осесимметричном случае вектор скорости фильтрации у, давление

Я, линии тока и расход жидкости Q, т. е. количество жидкости,

проходящей за единицу времени в сторону правой нормали
заданной кривой С через поверхность, образованную вращением ее

4 В осесимметричном случае считается Rez > 0.
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вокруг оси у, определяются соответственно равенствами

v = k(ux + iuy) =
— J-(vx + ivy), P = — -l-u—,yyt

v = const, Q = 2л [v]c,

где Mc, как и в (7),— приращение v вдоль контура С. На

потенциальных линиях соответственно в плоском и осесимметричном
случаях фильтраций выполняются равенства

где а — угол, составленный с осью х правой нормалью п к

данной потенциальной линии, s — длина дуги, отсчитываемая в

направлении положительного обхода кривой. В этих же случая* на

линиях тока соответственно

'-**■&—"ж- <">

;-«-£--«•-£"£-. 02)

где р — угол, составленный с осью х положительным направлением
касательной к данной линии тока.

Системы уравнений {5), (6), если предположить, что коэффициент
фильтрации, как функция переменных х и у, имеет частные

производные, удовлетворяющие условию Я, являются такими

эллиптическими системами, для которых установлена теорема о

сохранении области (гл. 1, § 7). Отсюда следует, что всякой области

фильтрации в плоскости г = х + iy соответствует в плоскости

комплексного потенциала некоторая область — годограф комплексного

потенциала.

Пусть в дальнейшем G — произвольная односвязная область

фильтрации в плоскости г = х -f- iy (в осесимметричном случае
лежащая в полуплоскости Re z > 0), ограниченная
кусочно-гладкой кривой L, причем замкнутая область G + L в отличие от G
может содержать бесконечно удаленную точку, Т — годограф
комплексного потенциала w = и -f- iv. Далее, пусть G2 — область

фильтрации, получающаяся из G при вариации ее границы, такая, что

Gx d G, gx — образ G в плоскости до, щ
= щ + ivx —

комплексный потенциал, соответствующий области фильтрации Glf 7\ —

годограф комплексного потенциала wl9 индекс «1» у всех

величин указывает на то, что они соответствуют области фильтрации G1#
Введем функцию комплексного переменного

со = со (г) =5 wx
— w = а + гс.

Будем называть ее вариацией комплексного потенциала. Вариация
комплексного потенциала, как функция от z = х + iy9 удовлетво-
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ряет в области Gx той же системе дифференциальных уравнений,
что и комплексный потенциал. Если же вариацию комплексного

потенциала рассматривать как функцию от w = и + iv9 то в

области gx она будет удовлетворять системе уравнений
дих дуг дих 1_ dVj

диди
(13)

dv р2 ди

где р = k в плоском и р
= xk в осесимметричном случаях;

Следовательно, по теореме о сохранении области образом области Glt
или, что то же самое, образом области gu в плоскости со = о + л

является некоторая область Q—годограф вариации комплексного

потенциала.
Вдоль линий, являющихся одновременно линиями тока для

начального и измененного фильтрационного потоков, в соответствии

с (И) и (12)
da 1 ,- -\ -ф

(И)ds
~~

k

Вдоль общих для обоих потоков

потенциальных линий на основании (9) и (10)
в плоском и осесимметричном
случаях фильтрации соответственно

dl ,"* *\ —ia

dx

ds
= х (vt — v) ё

-ia

(15)

(16)
Рис. 25.

При изучении зависимости указанных выше основных

интегральных характеристик теории фильтрации (расхода жидкости,
выходных скоростей и противодавлений) в отсутствие промежутка выса-

чивания от изменения области фильтрации G представляют
интерес несколько возможных общих случаев краевых условий.

I. Область фильтрации, ограниченная двумя потенциальными
линиями и двумя линиями тока. Схема такой области фильтрации
представлена на рис. 25. Краевые условия имеют вид

и \ав = — k0h' = const, u\cd = — k0h" = const, 1

v \вс = const, v \da = const, J
*

где h' и h"— значения приведенного напора h = (- у на

потенциальных линиях
б АВ и CD.

Годограф Т в плоскости комплексного потенциала w = и -f- iv
при К > Л" с точностью до преобразования переноса представлен
на рис. 26. Если Ы < Л", годограф Т получается из предыдущего
при помощи поворота на угол, равный я. Это значит, что годограф Т
в обоих случаях представляет собой прямоугольник, высота которого

6 В осесимметричном случае фильтрации допускается вырождение одной из
потенциальных линий в точку, лежащую на бесконечности, однако такая
«вырожденная» потенциальная линия считается неизменной при переходе от одной области

фильтрации к другой.
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Рис. 26.

в соответствии с равенствами (7) и (8) равна расходу жидкости Q
в случае плоской фильтрации и расходу жидкости Q, деленному на

2я, в случае осесимметричной фильтрации, длина основания равна

| #!(// = А'-Л").
Потенциальную линию с большим приведенным давлением

условимся называть линией наибольшего напора, а потенциальную
линию с меньшим приведенным давлением — линией наименьшего

напора. Через Z/ обозначим совокупность
потенциальных линий, входящих в состав

L границы области G, Li — то же самое в

применении к области Gl9 L\ L' — общая
часть L\ и U. При установлении
соответствия между точками плоскостей w и а>

точки в плоскости а) будем обозначать теми же

буквами, что и в плоскости до, но с

индексом 2.

Пусть в дальнейшем величины ft' и h"
остаются неизменными.

При изменении области фильтрации G вследствие смещения какой-

либо из точек Л, В, С, D, т. е. при неизменной области G, но

переменных точках раздела граничных потенциальных линий и линий

тока, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. При уменьшении потенциальной линии

в а) расход
жидкости Q уменьшается, б) давление Р в Gx + Lx — L\
увеличивается, если уменьшается линия

наименьшего напора, и уменьшается, если

уменьшается линия наибольшего напора, в)

вектор скорости v увеличивается на

неизменной части уменьшаемой потенциальной
линии и вблизи ее конца на неизменной линии

тока и уменьшается на неизменной части

увеличиваемой линии тока, на неизменной

потенциальной линии и вблизи ее конца на

неизменной линии тока7.
В самом деле, так как случай К < h

"приводится к случаю К > Л" простым

поворотом годографа Т на угол л, достаточно доказать теорему
Ы > h\ Пусть уменьшение потенциальной линии CD, т. е.

нии наименьшего напора, происходит вследствие смещения
точки С в положение С (см. рис. 25), а, Ь, с, d, с' — образы точек

Л, В, С, D, С в плоскости комплексного потенциала w =^ и + iv

-V

Щ

ь, с,

т,

*|

Рис. 27.

при
ли-

6 Под уменьшением той или иной линии понимается замена ее линией,

полученной отбрасыванием какой-либо линии, являющейся ее частью, под увеличением
линии — получение из нее линии с помощью присоединения к ней какой-либо

другой линии.
7 Уменьшение вектора скорости на «вырожденной» потенциальной линии

понимается как сохранение его величины, равной нулю.
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(см. рис. 26). Годограф 7\ измененного комплексного потенциала

Щ
= Щ. + ivx для рассматриваемого случая будет иметь вид,

показанный на рис. 27.
Из частично известных контурных условий для вариации

комплексного потенциала заключаем, что в плоскости со = a -f- ix

образы АВ и DC находятся на мнимой оси, образ ВС — на

вещественной оси, образ AD — на прямой,
параллельной вещественной оси, образ СС —

кривая во второй четверти плоскости,
монотонная по а их. Область Q, удовлетворяющая
всем этим условиям с точностью до

топологических преобразований, не нарушающих эти

условия, представлена на рис. 28. Из

рассмотрения годографа Q непосредственно
следует Qi < Q и иг < ы, Рг > Р в замкнутой
области Gx + Ll9 причем знак равенства
достигается только на потенциальных линиях, входящих в состав

границы области фильтрации Gv Далее,

Рис. 28.

da
ds ВС

<0,
dx

It \АВ
<0,

dx

ds DC
>о,

-£Ч < 0 вблизи Л, -^-> 0 вблизи D.
ds \ad ds

Эти неравенства в силу формул (14) — (16) означают, что

вектор скорости v на ВС и АВ уменьшается, на DC увеличивается,
а на линии AD увеличивается вблизи точки D и уменьшается
вблизи точки А. Теорема для случая смещения точки С доказана.

Точно так же убеждаемся в справедливости теоремы в общем случае.
При уменьшении области фильтрации G вследствие

произвольных вдавливаний одной из потенциальных линий или одной из

линий тока, но при неизменных точках их раздела А, В, С, D
справедливы следующие теоремы.

Теорема 2. При вдавливании потенциальной линии а) расход
жидкости Q увеличивается, б) давление Р в Gx + Lx — L\U
увеличивается, если вдавливается линия наибольшего напора, и

уменьшается, если вдавливается линия наименьшего напора, в) вектор
-*■

скорости v увеличивается на неизменной потенциальной линии и

вблизи ее концов на линиях тока и уменьшается на неизменной части

сдавливаемой потенциальной линии и вблизи ее концов на линиях тока.

Теорема 3. При вдавливании линии тока а) расход жидкости Q
уменьшается, б) давление Р увеличивается на неизменной части

вдавливаемой линии тока со стороны линии наибольшего напора и

уменьшается на неизменной части ее со стороны линии наименьшего

напора, в) вектор скорости v уменьшается на неизменной части

вдавливаемой линии тока и на одной из потенциальных линий, а на другой
потенциальной линии уменьшается расход жидкости через всякую
связную ее часть, имеющую общий конец с вдавливаемой линией тока.
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Для доказательства теорем 2 и 3 достаточно рассмотреть случай
Ы > h". Пусть вдавливается линия А'В\ т. е. часть линии

наибольшего напора (см. рис. 25). Область gx в плоскости w в этом случае
представляет собой область, ограниченную контуром aa'e'bbcda

(см. рис. 26). В плоскости вариации комплексного потенциала со =

= о + h образы АА'У В'В и CD находятся на мнимой оси, образ
ВС — на вещественной оси, образ AD — на прямой, параллельной
вещественной оси, образ А'Е'В' — в левой полуплоскости.
Годограф Q в плоскости со = о 4- *т с точностью до топологических

преобразований, удовлетворяющих этим условиям, имеет вид, показан-

•г
ный на рис. 29. Рассматривая годограф Q, прихо-

Ja' © дим к неРавенствам

Q^Q, Рг>Р в G. + ^-UL',
di

ds \АА'
<0 ~^~
^и'

ds
>0, -£-DC ds В'В

:о.

do

ds
-т— <0 вблизи Л,

[AD

da

ds ВС
<0 вблизи В,

do

ds

do

ds

AD

ВС

>0 вблизи D,

>0 вблизи С,

Рис. 29. которые согласно формулам (14) — (16) означают

справедливость теоремы 2 для случая
вдавливания потенциальной линии АВ. В силу таких же выкладок

теорема 2 справедлива и для случая вдавливания потенциальной
линии DC.
ч Пусть теперь вдавливается линия В "С"9
т. е. часть линии тока ВС (см. рис. 25).
Областью gx является область в плоскости w,

ограниченная контуром abb"e"cnQda (см.
рис. 26). В плоскости со = а + h образы
АВ и CD находятся на мнимой оси,
образы ВВ" и С"С—на вещественной оси,
AD — на прямой, параллельной
вещественной оси, образ В"Е"С" — в верхней

ь2

1

Ь

[г
®

FЛ *

сг с«г
ш

Рис. 30.

полуплоскости. Годо-

граф £2, удовлетворяющий всем этим требованиям, представлен
на рис. 30. Существенно, что сдвоенный отрезок a2d2 может

оказаться целиком лежащим или в правой, или в левой полуплоскости.
Из указанного годографа Q следуют неравенства

Qi<Q> Р±>Р на ВВ\ Рг<Р на С'С%
do

ds ввп
<0,

do

ds ее
<0.

Далее, dx

ds
< 0 или <0.

dx

\АВ
^

ds \DC

Эти неравенства, как и в предыдущем случае, означают

справедливость теоремы 3 при вдавливании тока ВС. В силу таких же

выкладок теорема 3 справедлива и в общем случае.
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2. Область фильтрации, ограниченная двумя потенциальными
линиями и одной линией тока. Схема такой области фильтрации
представлена на рис. 25, если считать, что точка D совпадает с точкой А,
обычно лежащей на бесконечности. Контурные условия имеют вид

u\ab = — kQh' = const, и ас =
— k0h" = const, v \вс = const, (18)

где h!, A", // = A' — A", Q = со — то же самое, что и ранее.
Годограф Т при А' > h" имеет вид полуполосы, указанной на рис. 31.

При А' < А" годограф Т получается из

предыдущего поворотом на угол я.

Пусть в дальнейшем, как и ранее, величи- ,Г г*6Г С
\ 9

Г

а

®
ны А' и А" остаются неизменными. Тогда при -/уП"
изменении области фильтрации G вследствие J
смещения какой-либо из точек А, В, С, т. е. при *г
неизменной области G, но переменных точках Qi\/
раздела граничных потенциальных линий и

линий тока, справедлива следующая теорема.
Теорема Г. При уменьшении

потенциальной линии а) давление Р в Gx + Lx — L[ L' уве-
Рис- 3L

личивается, если уменьшается линия

наименьшего напора, и уменьшается, если уменьшается линия наибольшего
-*■

напора, б) вектор скорости v при неизменной точке раздела
потенциальных линий увеличивается на неизменной части уменьшаемой
потенциальной линии и уменьшается на неизменной части линии

тока и на неизменной потенциальной линии, при неизменной
линии тока увеличивается на неизменной части уменьшаемой
потенциальной линии и вблизи ее конца на линии тока, уменьшается
на неизменной части увеличиваемой потенциальной линии и

вблизи ее кокца на линии тока.

В самом деле, не нарушая общности, достаточно рассмотреть
случай А'> А". Пусть уменьшается потенциальная линия АВ
вследствие смещения точки В в положение В' (см. рис. 25). В
плоскости со = а + ix образы АВ' и АС находятся на мнимой оси,

образ ВС
— на вещественной оси, образ В В — кривая в первой чет-

в<ерти плоскости, монотонная по о и т. Из рассмотрения годографа Q

следует, что иг > и, Рг < Р в Gx + Lx, причем знак равенства
достигается только на потенциальных линиях, входящих в границу
областиGv Из неравенств

da
~ЗГ <о,4ч «>.-£-ВС ds \ас ds , >°

АВ'

вытекает, что вектор скорости v на ВС и АС уменьшается, на АВ' —

увеличивается.
Пусть теперь потенциальная линия АВ уменьшается вследствие

смещения точки А в положение А' (см. рис. 25). В плоскости со =

= а + «образы АС и А'В находятся на мнимой оси, образ АА' —
на вертикальной прямой а = k0H, образ ВС ^- на вещественной
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оси. Из свойств годографа Q

Рх < Р в G, + Lx — L[L\

ds \АС^
'

da

ds
>0 вблизи В,

ВС

следуют неравенства

^S \А'В

da 1
ds | <0 вблизи С.

^i> щ

Отсюда на основании (14) — (16) вытекает, что вектор скорости

v на АС уменьшается, на А1В — увеличивается, на линии тока

ВС вблизи точки В — увеличивается, вблизи точки С —

уменьшается. Этим теорема при уменьшении потенциальной линии доказана.

Такие же выкладки приводят к справедливости теоремы в общем

случае.
При уменьшении области фильтрации G вследствие

произвольных вдавливаний потенциальных линий и линии тока, но при

неизменных точках их раздела А, В, С справедливы следующие
теоремы.

Теорема 2\ При вдавливании потенциальной линии а) давление
Р в Gi + Lx — L\L' увеличивается, если вдавливается линия

наибольшего напора, и уменьшается, если вдавливается линия наймень-

шего напора, б) вектор скорости v увеличивается на неизменной

потенциальной линии и вблизи ее конца на линии тока и уменьшается
на неизменной части вдавливаемой потенциальной линии и вблизи ее

конца на линии тока.

Теорема 3'. При вдавливании линии тока а) давление Р
увеличивается на неизменной части линии тока со стороны линии

наибольшего напора и уменьшается на неизменнойчасти ее со стороны линии

наименьшего напора, 6) вектор скорости v уменьшается на

неизменной части линии тока и на одной из потенциальных линий, а на

другой потенциальной линии уменьшается расход жидкости через
всякую связную ее часть, имеющую общий конец с линией тока.

Для доказательства теорем 2' и 3' достаточно рассмотреть
случай К > h" Пусть вдавливается линия А'В', т. е. часть линии

наибольшего напора (см. рис. 25). Областью4^ является область
в плоскости до, ограниченная контуром аа'е'Ь'Ьса (см. рис. 31).
В плоскости о образы АА'\ В'В и АС находятся на мнимой оси,

образ ВС — на вещественной оси, образ А'Е'В' — в левой
полуплоскости. Из установленного вида годографа Й следуют неравенства

иг<и, Рг>.Р в G1 + Ll — LXL\

44 <of -

'

ds \АА'

<;0 вблизи В, —т-

\вс ds

означающие справедливость теоремы 2' при вдавливании

потенциальной линии АВ. То же самое справедливо при вдавливании

потенциальной линии АС.

В'В
' ds АС

>0,

da

ds ВС
>0 вблизи С,
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Пусть теперь вдавливается линия В"С, т. е. часть линии тока

ВС (см. рис. 25). Область gt в плоскости w ограничена контуром
abbne"c"ca (см. рис. 31). В плоскости со образы АВ и АС находятся
на мнимой оси, образы ВВ" и СС" — на вещественной оси, образ
В"ЕпС" — в верхней полуплоскости. Из рассмотрения годографа Q
следуют неравенства

иг<и, РХ>Р на ВВ\ иг>и, Р1<Р на СС,

as \ввп as

dx

ds

dx

< 0 вблизи В, —г-

АВ^ ds < 0 вблизи С,
АС

а'

а

Ьп с"

Г

г®

4'

d

из которых, как и в предыдущих случаях, вытекает справедливость
теоремы 3'.

3. Область фильтрации, ограниченная двумя линиями тока и

одной потенциальной, линией. Схема такой области фильтрации
представлена на рис. 25, если считать

точку В совпадающей с точкой Л, лежащей
обычно на бесконечности. Контурные
условия имеют вид

и \а = Т со,« \cd = — V^consU
v \ас = const, v \ad = const, J

'

где ft' = ± oo, ft" — то же самое, что и

ранее. Годограф Т при А'= + со имеет вид Рис. 32.

полуполосы, изображенной на рис. 32, при
К = —

со он получается при помощи поворота на угол я.

Пусть в дальнейшем Q и ft" остаются неизменными. Тогда при
изменении области фильтрации G вследствие смещений точек Л, В,
С вдоль границы справедлива следующая теорема.

Теорема 1 \ При уменьшении потенциальной линии а) давление

Р в Gx + Lx — Lx увеличивается, если ft' = + со, и уменьшается,

если ft' = — со, б) вектор скорости v увеличивается на неизменной
части потенциальной линии и на неизменной линии тока и

уменьшается на неизменной части увеличиваемой линии тока. При
смещении точки раздела линий тока а) давление Р, если h'= + со,

увеличивается на неизменнойчасти уменьшаемой линии тока и

уменьшается на неизменной части увеличиваемой линии тока, а если Ы =

= — со, в первом случае уменьшается, во втором— увеличивается,

б) вектор скорости v увеличивается на неизменной части

уменьшаемой линии тока и вблизи ее конца на потенциальной линии и

уменьшается на неизменной части увеличиваемой линии тока и вблизи
ее конца на потенциальной линии.

Для доказательства теоремы достаточно рассмотреть случай
/t'= -f со. Пусть уменьшается потенциальная линия вследствие

смещения точки С в положение С (см. рис. 25). В этом случае в

плоскости © образы AD и АС находятся на вещественной оси, образ
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\dc ' ds \AD
*

ds
<o.

DC — на мнимой оси, образ СС — кривая во второй четверти
плоскости, монотонная по а и т. Из вида годографа Q следует

и1<и1 Рг>Р в Gl + Ll-—Lu
di

ds

При помощи аналогичных неравенств, соответствующих смещению

точки D, убеждаемся в справедливости первой части теоремы.
Пусть теперь точка А смещается в положение А1 (см. рис. 25).

В плоскости <о образы AD и А'С находятся на вещественной оси,
образ АА' — на прямой, параллельной вещественной оси в нижней

полуплоскости, образ CD — на мнимой оси. Учитывая это, так же

как и в предыдущем случае, убеждаемся в справедливости второй
части теоремы.

При изменении области фильтрации G вследствие

произвольных вдавливаний линий токаи потенциальной линии, но при
неизменных точках из раздела А, В, С справедливы такие теоремы.

Теорема 2". При вдавливании потенциальной линии а) дцвление
Р в Gx + Lx — L\ U увеличивается, если Ы = — оо, и

уменьшается, если Л'= + оо, б) вектор скорости v уменьшается на

неизменной части потенциальной линии и на одной из линий тока,
а на другой линии тока уменьшается вблизи ее конца, примыкающего
к потенциальной линии.

Теорема 3". При вдавливании линии тока а) давление Р, если h' =
= + со, увеличивается на неизменной линии тока и на

примыкающей к ней неизменной части вдавливаемойлинии тока и уменьшается
на неизменной части вдавливаемой линии тока, примыкающей к

потенциальной линии, а если Л'= — оо, в первом случае уменьшается,

во втором
— увеличивается, 6) вектор скорости v увеличивается на

неизменной линии тока и вблизи ее конца на потенциальной линии

и уменьшается на неизменной части вдавливаемойлинии тока и

вблизи ее конца на потенциальной линии.

Для доказательства теорем 2" и 3" достаточно рассмотреть
случай К = + оо. Годограф 7\ имеет вид, указанный на рис. 32, т. е.

такой же, как и годограф Т в плоскости w. Пусть вдавливается часть

потенциальной линии CD' (см. рис. 25). Область gx в плоскости w

ограничена контуром add'ec'ca (см. рис. 32). В плоскости со

образы AD и АС находятся на вещественной оси, образы СС и DD'—
на мнимой оси, образ D'EC— в правой полуплоскости. Построив,
исходя из этих данных, годограф Q, так же как и в предыдущих
случаях, приходим к утверждениям теоремы 2Л

Пусть теперь вдавливается часть ^инии тока В"С (см. рис. 25).
Область gx в плоскости w ограничена контуром adccnenbna

(см. рис. 32). В плоскости ш образы DA, АВ'иС'С находятся на

вещественной оси, образ CD — на мнимой оси и образ В"Е"С" — в

верхней полуплоскости. Построив годограф Q с учетом, что мнимая

яасть хо ограничена, приходим к доказательству теоремы 3".
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Теоремы сравнения

при наличии промежутка высачивания

Установим характер изменения основных фильтрационных
характеристик для области фильтрации, содержащей в своей границе

промежуток высачивания, при замене ее какой-либо из областей,
рассмотренных в предыдущем параграфе.

1. Область фильтрации, ограниченная двумя потенциальными

линиями, двумя линиями тока и промежутком высачивания. Схема

кУ
Т %'TIIL

1 т /Ш&&£»и-
1 * *?Ж•••V/ «J»» •••,••!

®

А»

*

Рис. 33. Рис. 34.

(20)

такой области фильтрации представлена на рис. 33 и 34. Контурные
условия в каждом из указанных на рисунках случаев соответственно

имеют вид

u\ab= — kji' = const, и\Dc = — kjf = const,

u\cc = — k$> — k0h',

v\bc = const, v \ad = const,

и \AB* = — k0h' = const, u\dc =
— k0h" = const,

w|b<b=—M> —M"> f (21)
v \вс = const, v \ad = const,

где ft', ft" и Я = ft' — ft" — то же самое, что и выше, причем в

первом случае Л' > ft", а во втором8 — А' < ft".

Пусть величины ft' и Л" остаются неизменными. Тогда
справедливы следующие теоремы.

Теорема 4. При замене промежутка высачивания линией тока

а) расход жидкости Q уменьишется, б) давление Р в Gx + Lt -^ L\

увеличивается, в) вектор скорости v увеличивается на

потенциальной линии, примыкающей к промежутку высачивания, и вблизи ее

конца на неизменнойлинии тока и уменьишется на неизменной части

увеличиваемой линии тока, на потенциальной линии, примыкающей
к ней, и вблизи конца последней на неизменной линии тока.

Теорема 5. При замене промежутка высачивания потенциальной
линией а) расход жидкости Q увеличивается, б) давление Р в Gl +

8 В осесимметричной фильтрации в случае контурных условий (21)
допускается вырождение линии наибольшего напора в точку, лежащую на бесконечности.
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+ Lx — L\L' уменьшается, в) вектор скорости v уменьшается на

неизменной части увеличиваемой потенциальной линии и вблизи

ее конца на примыкающей к ней линии тока и увеличивается на

линии тока, примыкающей к промежутку
высачивания, на неизменной потенциальной
линии и вблизи ее конца на другой линии тока.

Для доказательства теорем 4 и 5

достаточно рассмотреть случай Ы > Л\ В

условиях обеих теорем годограф Т имеет вид,

представленный на рис. 35. В условиях
теоремы 4 в плоскости со образы АВ и DC
находятся на мнимой оси, образ ВС — на

вещественной оси, образ AD— на

прямой, параллельной вещественной оси,

образ СС
— в верхней полуплоскости. Годограф Q имеет вид,

указанный на рис. 36. Существенно, что точка сч должна иметь

наибольшую ординату из всех точек линии с2Сг, так как расход жидкости

ir

квн

а

1

ь с

т
Г

{У®
а

С

й

Рис. 35.

Рис. 36. Рис. 37.

через весь промежуток высачивания больше, чем через его

часть. Учитывая это, сразу же при помощи годографа Q
приходим к утверждениям теоремы 4. В условиях теоремы 5 в

плоскости о образы АВ и DC находятся на мнимой оси, образ ВС —

на вещественной оси, образ AD — на прямой, параллельной
вещественной оси, образ СС— в правой полуплоскости. Точка с2 имеет

наибольшую абсциссу по сравнению со всеми точками отрезка [b2c2]9
(рис. 37). В остальном утверждения теоремы 5 вытекают из

рассмотрения годографа Q, как и в предыдущих случаях.
Замечание. Теоремы 4 и 5 в соответствии с теоремой 1 означают,

что расход жидкости Q, давление Р и вектор скорости v изменяются

при замене промежутка высачивания линией тока так же, как и при
замене линией тока потенциальной линии, а при замене его потен-

9 Предполагается, что ордината промежутка высачивания СС изменяется

монотонно. Если бы это было не так, то все утверждения теоремы 5 оставались бы
-»•

неизменными, только вектор скорости v увеличивался бы не на всей линии тока

ВС, а вблизи точки В.
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циальной линией — так же, как и при замене линии тока

потенциальной линией.
2. Область фильтрации, ограниченная двумя потенциальными

линиями, линией тока и промежутком высачивания. Схемы такой

области фильтрации представлены на рис. 33 и 34, если считать

точку D совпадающей с точкой А. Контурные условия
соответственно имеют вид

и\лв = — k0h' = const, и \ас = — kji" = const, 1

w|ec = — k0y>-k0h\ (22)
v \вс = const, J
и \AB- = — k0h' = const, и \ac = — *0ft" = const,]
и\в>в = —!*$> — k0h\ (23)
v \bc = const, J

где ft', ft" и Q = oo — то же catooe, что и ранее, причем в первом

случае считается Н = Л'— h" > 0, а во втором Н < 0.

Пусть величины ft' и ft" остаются неизменными. Тогда
справедливы такие теоремы.

Теорема 4'. При замене промежутка высачивания линией тока

а) давление Р в Gx + Lx — L\ увеличивается, б) вектор скорости v

увеличивйется на потенциальной линии,

примыкающей к промежутку высачивания,
и уменьшается на неизменной части линии

тока и на потенциальной линии, примы- -^Н
кающей к ней.

Теорема 5'. При замене промежутка
высачивания потенциальной линией а)
давление Р в Gt + Lx — L\ L' уменьшается,

б) вектор скорости v уменьшается на

неизменной части увеличиваемой
потенциальной линии и увеличивается на линии тока и на

линии, примыкающей N/c ней.
В самом деле, при ft' > Л" в условиях теорем 4' и 5' годограф Т

имеет вид, указанный на рис. 38. В условиях теоремы 4' в плоскости
со образы АВ и ЛС'находятся на мнимой оси, образ ВС — на

вещественной оси, образ С'С — в верхней полуплоскости. Из вида

годографа Q и неравенств

6

я
й

Рис.

®
U

38.

потенциальной

da

ds ВС
<о, ds ав ds АС

<о

следует справедливость теоремы 4' при ft' > h" . Так же

устанавливаем справедливость ее при ft' < ft".
В условиях теоремы 5' при Л'> h" в плоскости со образы АВ

и АС находятся на мнимой оси, ВС — на вещественной оси, С'С —

в правой полуплоскости. Годограф Q имеет вид, указанный на
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рис. 39. Существенно, что точка с2 имеет наибольшую абсциссу из

всех точек линии Ь2с210. Рассматривая годограф Q, убеждаемся
в справедливости теоремы 5' при Л' > Л". Так же эти утверждения
устанавливаются при Л' < h".

Замечание. В соответствии с теоремой Г теоремы 4' и 5' означа-
-4-

ют, что давление Р и вектор скорости и изменяются при замене

промежутка высачивания линией тока так

же, как и при замене линией тока

потенциальной линии, а при замене его

потенциальной линией — так же, как

при замене линии тока потенциальной
линией.

3. Область фильтрации,
ограниченная двумя линиями тока,

потенциальной линией и промежутком высачивания.

Рис. 39. Схема такой области фильтрации
представлена на рис. 33, если считать точку

В совпадающей с точкой Л, а также на рис. 34, если считать точку D

совпадающей с точкой С. Контурные условия в каждом из

указанных случаев следующие:

и \ос- = — k0h" = const, и \сс = — k0y. и \А = — оо, |
v \ас = const, v \ad = const, '/ *

и \ав' = — М' = const, и \в>в = — коУ, и \А = — °о,|
v\ac = const, v\bc = const, J

где Л' и h" — то же, что и ранее.
Пусть в дальнейшем расход жидкости Q и напор жидкости на

потенциальной линии остаются неизменными. Тогда справедливы
такие теоремы.

Теорема V. При замене промежутка высачивания линией тока

а) давление Р в G2 + Lx — L\ уменьшается, б) вектор скорости

v увеличивается на потенциальной линии и на неизменной линии то-

ка и уменьшается на неизменной части увеличиваемой линии тока.

Теорема 5". При замене промежутка высачивания

потенциальной линией а) давление Р в Gt + Lx — L\U уменьшается, б) вектор

скорости v уменьшается на неизменной часта потенциальной линии

и на линии тока, примыкающей к ней, и увеличивается на линии

тока, примыкающей к промежутку высачивания.

Для доказательства теорем 4" и 5" достаточно рассмотреть
контурные условия (24). Годограф Т в условиях обеих теорем
имеет вид, указанный на рис. 40. В условиях теоремы 4" в плоскости о

образы АС и AD находятся на вещественной оси, образ DC — на

10 Предполагается, что ордината промежутка высачивания изменяется
монотонно. Если бы это было не так, то вектор скорости увеличивался бы на линии тока

вблизи ее конца, примыкающего к неизменной потенциальной линии.

344



T ^Jc'

мнимой' оси, образ С'С — в верхней полуплоскости. Точка 6г (образ
точки С в плоскости ю) имеет наибольшую ординату из всех точек,

соответствующих промежутку высачивания. Учитывая, что

годограф Q должен удовлетворять всем этим условиям, приходим к

утверждениям теоремы 4".
В случае теоремы 5" в плоскости со образы AD и АС находятся на

вещественной оси, образ DC — на мнимой оси, образ С'С — в

правой полуплоскости. И если предположить, что ордината
промежутка высачивания изменяется монотонно ll, то i

точка с2 (образ точки С в плоскости со) будет t (J)
иметь наибольшую абсциссу из всех точек

^_

границы Q. Учитывая это, так же как и в

предыдущем случае, убеждаемся в

справедливости теоремы 5".

Замечание. Теоремы 4"и5"в соответствии

с теоремой Г, в частности, означают, что дав-
-»■ Рис 40

ление Р и вектор скорости v при замене

промежутка высачивания линией тока изменяются так же, как и при
замене потенциальной линии линией тока, а при замене его

потенциальной линией ••— так же, как и при замене линии тока

потенциальной линией.

Следует указать, что изложенный метод применим также для

установления поведения основных фильтрационных характеристик
плоской и осесимметричной фильтрации в однородной и

неоднородной средах при самых разнообразных граничных условиях. Выше

рассмотрены граничные условия, наиболее типичные для задач

плоской и пространственной фильтрации с осевой симметрией при
произвольной области, заполненной фильтрующейся жидкостью.

Метод мажорантных областей

в плоской и осесимметричной фильтрации
в однородной и неоднородной средах

Доказанные выше теоремы сравнения позволяют без каких-либо

изменений распространить на случай плоской фильтрации в

неоднородной среде и случай пространственной фильтрации с осевой

симметрией в однородной и неоднородной средах метод

мажорантных областей, впервые предложенный в работе [100] (в применении
к плоской фильтрации в однородной среде). Для того чтобы
определить ту или иную интегральную характеристику фильтрационного
потока при заданной или приближенно известной области

фильтрации G, необходимо в соответствии с доказанными теоремами
сравнения построить фильтрационные потоки во вспомогательных об-

11 Без этого предположения о поведении вектора скорости v на AD и АС
можно лишь утверждать, что он уменьшается на AD вблизи точки D. Остальные

утверждения теоремы 5" остаются неизменными.
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ластях — мажорантных по данной интегральной характеристике—

G0 и G0 так, чтобы численные значения соответствующей
интегральной характеристики для G0 и G0 были известны и давали оценку
искомой величины соответственно сверху и снизу. Построение таких

мажорантных областей всегда возможно, а если не требуется
большой точности в определении искомой величины, оно

осуществляется в каждом конкретном случае особенно просто. Покажем это

на нескольких простейших примерах.
1. Задача о дебите несовершенной цилиндрическойскважиныв

грунте бесконечной глубины. Схема такой области фильтрации
представлена на рис. 41, где г — радиус скважины, Ь — ее глубина, h! и h"—

приведенное давление соответственно на стенках скважины и_на
бесконечности (h" > h'), k — коэффициент фильтрации (k =

= const), Н = h° — h'.

.^ 9) Пусть b < г. Область G0, в соответствии с
*v

теоремой сравнения 1, можно получить, заме-

| ,..м няя границу скважины АЕВ частью эллипса,

т Ш&ШШ--* проходящего через точки Л и В, лежащие в

четвертой четверти плоскости. Дебит жидкос-

fcyfe^ffi ти Q0 можно определить в точном виде

Рис. 41.
В качестве G0 можно взять область

фильтрации, получающуюся из G заменой границы
скважины частью эллипса в четвертой четверти

плоскости, проходящего через точку Е и имеющего фокусы в точках

(|/г2 — Ь2, 0) и (— J/V2 — b2,0). В этом случае дебит Q0 также после

несложных вычислений принимает вид

* = ^{^7ШъУ-
Таким образом, для искомого дебита цилиндрической скважины

получаем неравенства

Очевидно, что эти оценки мало отличаются друг от друга,
особенно при малой глубине скважины, и определяют, следовательно,
значение искомой величины с достаточной степенью точности.

Пусть b = г. Для простоты области G0 и G0 можно получить
заменой АЕВ дугами окружностей с центром в начале координат,
проходящими соответственно через точки В и Е. Получаем

2nkHr < Q < 2nkHr Y2.
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Пусть b > г. В качестве G0 в этом случае можно взять, например,
область фильтрации, получающуюся из G заменой ЛЕВ дугой
эллипса, проходящего через точки (г, 0) и (0,—Ь), которая лежит в

четвертой четверти плоскости. Далее, G0 можно получить, заменяя
ЛЕВ такой же дугой эллипса, проходящего через точку Е и

имеющего фокусы в точках (0, — УЬ2 — г2) и (0, УЬ2 — г2). После

некоторых подсчетов дебитов, соответствующих G0 и G0, искомый
дебит цилиндрической скважины записывается в виде

2nkH VtF^T* •

Q
2nkH Уь*^7*

2. Задача о притоке грунтовых вод к осесимметричному водоему
трапецоидального сечения. Схема такой области фильтрации G

представлена на рис. 42,
если считать ось х совпа- |^ ©
дающей с естественным

уровнем грунтовых вод.
Здесь b и R
—соответственно глубина и радиус
водоема, г — радиус его дна, | _^
а — уровень жидкости в

водоеме, отсчитываемый от

его дна, k — коэффициент
фильтрации (k = const).
Приведенное давление на стенках водоема АЕВ' К = а — Ь,
приведенное давление на бесконечности /Г = 0. Вид промежутка вы-

сачивания В'В заранее не задается.

В соответствии с теоремами сравнения 4, 5 и 1 в качестве нижней

мажорантной области G0 можно принять область, получающуюся из

G заменой промежутка высачивания В'В и потенциальной линии

ЕВ' линией тока и отгибанием последней до совпадения с

горизонтальной прямой. Приток жидкости Q0, соответствующий G0,
определяется сразу в точном виде [125]

Q0 = 4k(b — а) г.

В качестве верхней мажорантной области G0, если откосы водоема

вертикальны, можно принять область, ограниченную
потенциальной линией, которая представляет собой часть эллипса в четвертой
четверти плоскости, проходящего через точку £, с фокусами в

точках (j/r2 — Ь2, 0) и (— Уг2 — Ь2, 0), и линией тока х > С, у = 0,
где С — большая полуось эллипса. В этом случае приток жидкости

после несложных вычислений

Qo = kn (Ь - a) Vr2-b2 (arctg у^^У •

и искомый приток жидкости Q к осесимметричному водоему
трапецоидального сечения в случае вертикальных откосов записывается

J?f?7:':V
Рис. 42.
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в виде

4k (b — a)r<Q<kn(b — a) Vr2 — b21arctg -}£:
\ Vr +

Поскольку радиус дна водоема г всегда во много раз больше его

глубины Ьу последние неравенства определяют искомый приток
жидкости с высокой степенью точности.

При невертикальных откосах водоема нижняя оценка для

притока жидкости остается такой же, а определение верхней оценки

нисколько не отличается от получения ее в случае вертикальных
откосов.

Метод мажорантных областей в применении ко многим классам

задач теории фильтрации, решение которых в точном виде связано

с принципиальными трудностями, получил дальнейшее развитие
[126—135]. В частности, исследованы [126—128] задача о

фильтрации под плоским флютбетом с двумя шпунтами и задача о

фильтрации из осесимметричного водоема в слоистый грунт, рассмотрены
задача о зависимости выходных скоростей от подземного водоупора
криволинейной формы и задача о фильтрации из канала при
наличии щели в подземном водоупоре [129—133]. На основании

указанных результатов [126—135] можно сделать вывод о том, что при
решении конкретных задач теории фильтрации при довольно

широком произволе в выборе мажорантных областей верхние и нижние

оценки искомых фильтрационных характеристик очень мало

отличаются друг от друга. Это объясняется самой природой
рассматриваемых физических процессов, характеризующихся в некотором
смысле большой устойчивостью по отношению к изменению области, и

дает возможность достаточно эффективно применять метод

мажорантных областей.

§ 2. ВАРИАЦИОННО-ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ СРАВНЕНИЯ

И МЕТОД МАЖОРАНТНЫХ ОБЛАСТЕЙ

В ТЕОРИИ КРУЧЕНИЯ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ

В работе [20] поставлен и изучен вопрос о характере изменений
вполне определенных интегральных характеристик краевых
задач теории кручения валов переменного сечения в зависимости от

изменений области и краевых условий. При помощи теоремы о

сохранении области для р-аналитических и (р, ^-аналитических функ-
ций установлены теоремы сравнения, аналогичные соответствующим
теоремам теории фильтрации, приведенным в § 1, и распространен
метод мажорантных областей на решение задач о кручении тел

вращения.

В настоящем параграфе результаты исследований в

указанном направлении изложены в основном в соответствии с работой
[20].

•
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Комплексный потенциал напряжений

Общие уравнения равновесия упругого изотропного тела при
отсутствии объемных сил в цилиндрической системе координат г,
0, z (рис. 43) имеют вид

даг
дг +

r̂e

дв
+

дтг.
дг +

Ог — Ов
= о,

дт,

дг

дг

"+4
дг,0Z до2

+

д%

дав

дг +
= 0,

дт,0Z 2т,гЬ
дд дг

= 0,

(26)

1 да
,

dv v

^в = —ЦГ + ~дГ—Г' ?«=■■
an dw

дг

T0z
___

dv 1
""

0Z + г

dw

дд

ди

дг

и
,

1 ^t/ dw

а, = Ы + 2|Х6Г, т,е = \iyre9'

а2 = А,0 + 2jie2, тег = ftyoz,,

(27)

(28)

0

Рис. 43.

где ап ае, а2, т,.е, т2е, т,.2 —

компоненты тензора напряжений, ег, ее, е2, ^/-е,

Y*e, Yrz
— компоненты тензора

деформаций, и, v, w — компоненты вектора

смещений соответственно в направлениях
осей г, 6 и г, к и ц

— постоянные Ламэ,
# = ег + ее + е2 (см. [136]).

В случае кручения валов, симметричных относительно оси z

при переменном диаметре и симметричном загружении относительно

оси вращения, как известно, полагают [137]

и = 0, о/ = 0, v = v(r, z). (29)

При этом первые два из уравнений (26) обращаются в тождества,

а из третьего и уравнений (27) и (28) получаем

дт,rQ
дг +

дт.20 2т,те
дг

= 0,

dv

дг

dv

дгУге
=

—г --, Угв
=

-^, т>е = we, Ъе = \iyZQ,

гг = ее = е2 = уп = аг = ае = а2 = т,е = 0.

(30)

(31)

(32)

Уравнения (30) — (32) представляют собой полную систему

дифференциальных уравнений кручения валов переменного сечения.

349



Из уравнений (30) и (31) следуют равенства

dq> 1

где ф = так называемая функция перемещений ^
— функция

напряжений. Пусть С — кривая в плоскости £ = г -f- tz (Re £ > 0),
s — длина дуги кривой С, отсчитываемая в направлении ее

положительного обхода, п — правая нормаль к С, vn и vs — проекции

вектора касательных напряжений v = хгв + лгв соответственно

на п и на положительное направление касательной (рис. 44). В соот-

^ ветствии с равенствами (33)

__|1Г^Ф Li$_
""^ ал

""

ra ds

dq> 1 Лр
дп

(34)

Рис. 44.

д<р 1 д\|э
dr цт3 dz '

дф
dz

""

1 дг|)
цг3 дг

Введем функцию комплексного переменного

ш = ш(£) = ф + 11|5, (35)

вещественная и мнимая части которой, как функции от £ = г + iz>
удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

(36)

Функцию, определенную равенствами (35) и (36), будем называть

комплексным потенциалом напряжений, а функции перемещений ф
и напряжений i|) — соответственно потенциальной функцией и

функцией тока. Очевидно, что комплексный потенциал напряжений
является ^-аналитической функцией от £ = г + iz с характеристикой
Р = рг3.

Комплексный потенциал напряжений вместе с равенствами (32)
полностью определяют все элементы напряженного состояния. Так,

для вектора напряжений v = тге + п;2е, вектора деформаций
Угв + iyzQ> потенциальных линий — линий постоянного угла
поворота и линий тока — справедливы равенства

v = тг6 + *т2е *= (1 (уги + П>*е) = Н^ф = — -^- Vi|>,

Ф = const, г|) = const,
(37)

для приращения угла поворота ф вдоль кривой С и для момента Мс
относительно оси г сил, действующих на кривую С со стороны ее пра-

вой нормали п — равенства

Фс = [ф]с, Мс = [гМс, (38)

350



на потенциальных линиях и линиях тока — равенства

v — ePrdn г» ds '

v = ^Pur i2_ = _& JLЛ
(39)

где a — угол, составленный с осью г правой нормалью п к

потенциальной линии, Р — угол, составленный с осью г положительным

направлением касательной к линии тока.

Исходя из физических соображений, можно рассматривать три
случая контурных условий для определения комплексного

потенциала напряжений:
1) если боковая поверхность вала, образованная вращением

кривой С вокруг оси z, свободна от внешних усилий, то кривая С
является линией тока, т. е. г|?|с = const;

2) если на указанной боковой поверхности угол поворота
неизменный, то линия С является потенциальной линией, т. е. <р |с =
= const;

3) указанная выше боковая поверхность не является свободной от

внешних усилий и не является поверхностью, на которой угол
поворота постоянный. Тогда С — линия, на которой заданы

переменные значения или потенциальной функции — переменный угол
поворота, или функции тока — момента внешних усилий
относительно оси z; в этом случае кривую С будем называть кривой
переменного потенциала, или кривой переменного значения функции
тока.

Пусть G—область в плоскости £= г + iz (Re £ > 0),
ограниченная кусочно-гладким контуром L и являющаяся осевым сечением

вала. Условимся такую область G называть областью напряжений.
Очевидно, что решение задачи о кручении вала сводится к

нахождению комплексного потенциала напряжений w = q> = iг|)
по контурным условиям указанных выше трех типов, заданным на

границе L области G. В частности,если вал сплошной, то в границу L
входит отрезок оси z и этот отрезок является линией тока, так как

на оси z

*_„.о.4-2-«-
На основании теоремы о сохранении области для р-аналитиче-
ских функций (гл. 1, § 7) можно утверждать, что образом области G
в плоскости комплексного потенциала w = <р + п|> является

некоторая область Т
— годограф комплексного потенциала напряжений.

Пусть Gx — область напряжений, получающаяся из G при
вариации ее границы, такая, что Gx a G, gx — образ Gx в плоскости до,

Щ — Ф1 + fth — комплексный потенциал напряжений,
соответствующий области Glt Тг — годограф комплексного потенциала

Щ* V\
—

вектор касательных напряжений, соответствующий области
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Gu и вообще все величины, взятые с индексом 1 внизу, означают,^

что они соответствуют области напряжений Gv
Введем, по аналогии с тем, как это было сделано нами в теории

фильтрации, функцию комплексного переменного

ю — ю (С) = о>!
— w = а + ix, (40)

в дальнейшем будем называть ее вариацией комплексного

потенциала напряжений. Вариация комплексного потенциала как

функция от £ = г + iz в области Gx удовлетворяет системе

дифференциальных уравнений (36), а как функция от w = <р + гф в области

gx — системе уравнений
да дх да 1 дх /л\\

d<p
"~~

dip
'

дур
~~~

\ir* д<р
'

* '

Следовательно, по теореме о сохранении области (гл. 1, § 7) образом
области Glt или, что то же самое, образом области^, в плоскости ©=

= а + ix является некоторая область Q — годограф вариации
комплексного потенциала.

Вдоль линий, являющихся одновременно потенциальными

линиями начального и измененного напряженных состояний

(соответствующих G и Gi), в силу (34)

^-в г»Й-;>«-*. (42)

Точно так же вдоль линий тока, общих для начального и

измененного напряженных состояний,
до 1 ,-* ~\ —*в /у|0\

-w~-&-<*-»)* • <43>

Поскольку образом области напряжений Gx в плоскости © =

= о + ix является область в сочетании с частично известными

контурными условиями для вариации комплексного потенциала

напряжений, можно изучить характер изменения вектора напряжений,
линий тока и потенциальных линий в зависимости от всевозможных

изменений области напряжений. Возможны несколько общих
случаев краевых условий.

Теоремы сравнения кручения тел вращения

для области напряжений, ограниченной двумя линиями тока

и двумя потенциальными линиями

Схема области напряжений G, ограниченной двумя линиями

тока и двумя потенциальными линиями, представлена на рис. 45.

Краевые условия имеют вид

Ф \лв = h' = const, ф \dc = h" = const, \
^щ

*|э \AD = М' = const, я|> \вс = М" = const, J
где h" — К = Н — угол поворота потенциальной линии DC

относительно потенциальной линии АВ, М" — М' = М — момент от-
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носительно оси г сил, приложенных к указанной линии DC со

стороны ее правой нормали, т. е. внешних сил, приложенных к

поверхности, образованной вращением линии DC на угол 0=1.
Будем считать в дальнейшем, что Л' =0иЯ>0, так как эти

условия всегда можно выполнить, соответственно расположив
скручиваемый вал относительно системы

координат. Условимся называть величину Н

суммарным углом поворота, М — суммарным
скручивающим моментом, линию АВ —

закрепленной потенциальной линией, DC —
свободной потенциальной линией. Далее,
через U обозначим совокупность линий,
отличных от линий тока, входящих в

границу L области напряжений G, L[ — то же

самое, но в применении к области
напряжений Gt. При сравнении линий тока в

областях напряжений G и Gx под

соответствующими линиями тока будем понимать такие

линии тока, которым соответствует одна и та

же постоянная, т. е. г|) = г^ = const. При рассмотрении
соответствия между плоскостями £, w и о точки в плоскости £ обозначим
прописными буквами, соответствующие им точки в плоскости w —

строчными буквами, а в плоскости со — теми

же строчными буквами с индексом 2 внизу.

Пусть суммарный скручивающий момент М
остается неизменным. Тогда при изменении

области напряжений Gвследствие смещения
какой-либо из точек Л, 5, С, D вдоль границы
области G справедлива следующая теорема.

Теорема 1. При уменьшении потенциальной
линии

а) Нх > Я;

б) <Pi > ф в Gx + Lx вне закрепленной
частики, если уменьшается закрепленная

потенциальная линия, если же уменьшается свободная потенциальная
линия, то фх > <р на неизменной ее части и на неизменной линии

тока и ц>1 < ср на неизменной части увеличиваемой линии тока;

в) I vi I > I v I на неизменной части уменьшаемой потенциальной
линии, на неизменной линии тока и вблизи ее конца на неизменной

потенциальной линии; \ vx | < | v \ на неизменной части увеличиваемой
линии тока и вблизи ее конца на неизменной потенциальной ли-

1
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г) линии тока в Gx + U отодвигаются от увеличенной линии

тока, если считать, что последняя соответствует самой себе.

12 Здесь, как и в последующих теоремах, не исключена возможность

вырождения неравенств для величин скоростей в равенства в отдельных точках.
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В самом деле, пусть уменьшается линия АВ вследствие
смещения точки А в положение точки А' (см. рис. 45). Годографы Т и 7\
в этом случае имеют вид, указанный на рис. 46 и 47. В плоскости со =

= в + л образы ВС и AD находятся на вещественной оси, образ
А'В — на мнимой оси, образ DC — на вертикальной прямой,
образ АА* — кривая в четвертой четверти плоскости, монотонная
по а и т. Годограф Q, удовлетворяющий всем этим условиям с

точностью до топологических преобразований, не нарушающих эти

Рис. 47. Рис. 48.

условия, представлен на рис. 48. Из рассмотрения Й следуют
неравенства

НХ>Н% фа>ф в G1 + L1 вне А'В, ур1<чр в G1 + L\

dx
ds >0 -2L

в ds t>0 вблизи С,

da
ds <0 —\ad^"9 ds \DC

\DC

<0 вблизи D.

Эти неравенства в соответствии с формулами (42) и (43) означают

справедливость утверждений теоремы при смещении точки Л.

Пусть теперь точка В смещается в положение точки В'

(см. рис. 45). В плоскости со = а + ii образы ADuBC находятся

на вещественной оси, образ АВ' — на мнимой оси, образ DC— на

вертикальной прямой, образ В'В — кривая в первой четверти
плоскости, монотонная по а и т. Построив по этим данным годограф
Q, приходим к неравенствам

#!>#, фх>ф в G1 + L1 вне А'В, •ф1<ф в Gx + L\

di
ds АВ

>0,

da

ds

da

ds
>0 -£-.

AD ds \DC

bc ds DC

О вблизи С,

<0 вблизи D,

означающим справедливость теоремы при смещении точки В.

Пусть теперь уменьшается свободная потенциальная линия DC

вследствие смещения точки С в положение точки С (см. рис. 45).
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В плоскости (о образы ВС и AD находятся на вещественной оси,
образ АВ — на мнимой оси, образ DC — на вертикальной прямой,
образ СС — кривая в верхней полуплоскости, монотонная по а и т

и лежащая слева от указанной вертикальной прямой. Годограф й,
удовлетворяющий всем этим условиям с точностью до

топологических преобразований, не нарушающих этих условий, представлен
на рис. 49. Из годографа Q следуют неравенства

H<zHv ф!>ф на AD, фх<ф на ВС,

tk>i|> в t/, + 1/,
dx

ds DC
>0,

dx

ds \AB
>0 вблизи Л,

da

ds

da

ds

\bc

\AD
>o,

<o,

dx

ds AB
<0 вблизи В.

При смещении точки D в положение точки D' (см. рис. 45) в

плоскости © образы ВС и AD по-прежнему будут на вещественной оси,
образ АВ — на мнимой оси, образ D'C — на вертикальной прямой,
образ DD'— кривая в нижней полуплоскости, монотонная по о и т

и лежащая слева от указанной вертикальной прямой. Построив по

этим данным годограф Q, так же как и в предыдущем случае,
приходим к неравенствам

#!>//, фх>ф на ВС, фх<ф на AD, о|?1<г|5 в G1 + L\

dx ^ Л - * dx \ Л^ ш dr \ ^ *

ds \АВ
>0 вблизи В, dr_

ds
<0 вблизи Л, -j- D'C

>0,

da

ds \ВС
>0,

da

ds AD
<o.

полностью завершающим доказательство теоремы 1.

При уменьшении области напряжений G вследствие
произвольных вдавливаний одной из потенциальных линий или одной из линий

тока, но при неизменных точках их раздела Л, В, С, D справедливы
следующие теоремы.

Теорема 2. При вдавливании потенциальной линии

а) #х < Я;

б) Ф1 <С ф в G1 + Lx вне закрепленной части L\L\ если

вдавливается закрепленная потенциальная линия, если же вдавливается
свободная потенциальная линия, то фх < ф на неизменной ее части,
на одной из линий тока и вблизи конца другой линии тока,

примыкающего к вдавливаемой потенциальной линии, и фх > ф вне концов
на вдавленной части потенциальной линии;

-> -+•

в) I vi | < I v I на неизменной части вдавливаемой потенциальной
-*■ -*■

линии и на одной из линий тока, на другой линии тока \ vx | < | v \ или
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I yi I < I v I вблизи ее конца, примыкающего к вдавливаемой потенци-

альной линии, u\Vx\>\v\ вблизи другого ее конца, причем на

неизменной потенциальной линии в первом случае |tfi|<M вблизи

концов u\vx\>\v\ вне ее концов, а во втором случае \ v± | < | v \
вблизи ее конца, примыкающего к линии тока, на которой | v1 | <с | v \, и

-+. -►

I vi I > I v I вблизи другого ее конца.

Теорема 3. При вдавливании линии тока

а) #!>#;
б) Фх>Ф на неизменной линии тока и на

неизменной части вдавливаемой линии тока со

стороны свободной потенциальной линии и

<Pi < ф на неизменной части последней со

стороны закрепленной потенциальной линии;

в) | vi I > I v\ на неизменной линии тока и

вблизи ее концов на потенциальных линиях,

vi | < | v | на неизменной части вдавливаемой
линии тока и вблизи ее концов на потенциальных линиях;

г) линии тока в Gt + L' отодвигаются от вдавленной линии тока,

если последнюю считать соответствующей самой себе.

В самом деле, пусть вдавливается линия А'В\ т.е. часть

закрепленной потенциальной линии АВ (см. рис. 45). Область gx в этом

случае ограничена контуром aa'eb'bcda (см.
рис. 46). В плоскости со образы ВС и AD

находятся на вещественной оси, образы
АА' и В'В — на мнимой оси, образ DC —
на вертикальной прямой, образ А'ЕВ'—
в левой полуплоскости. Построив по

этим данным годограф Q, приходим к

теореме 2, соответствующей вдавливанию

закрепленной потенциальной линии АВ.
Если вдавливается часть свободной
потенциальной линии D'C (см. рис. 45), то годограф Q в плоскости

вариации комплексного потенциала имеет вид, представленный на рис. 50.

Существенно, что сдвоенный отрезок а2Ь2 может оказаться целиком

лежащим в верхней или нижней полуплоскости. Учитывая это,
приходим к теореме 2 в общем случае.

Пусть вдавливается часть линии тока A"D" (см. рис. 45).
В этом случае область gx ограничена контуром abed"ё"а"а

(см. рис. 46), а годограф Й имеет вид, представленный на рис. 51.
Из этого годографа следуют неравенства

Нг>Ну ф!>ф на ВС, D"D, фх<ф на АА\ %<!]? в G1 + L,9

Рис. 51.

dx у
—г- >0 вблизи 5,
as \лтзг '

\АВ
<0 вблизи А, -£-

\АВ
^ ' ds DC

i>0 вблизи D
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ds \DC
< 0 вблизи С, -g- > 0,

do /ч dx

ds b"D '
ds >0, -J- <o,\AB ' ds \AA"

*

означающие справедливость теоремы 3 при вдавливании линии

тока AD.

Пусть теперь вдавливается линия В"С" (см. рис. 45). Область

gx ограничена контуром abb"e"c"da (см. рис. 46). В плоскости ©

образы ВВ\ С"Су AD находятся на вещественной оси, образ АВ на

мнимой оси, образце — на вертикальной прямой, образ В"Е"С" —

кривая в верхней полуплоскости. Построив по этим данным годограф
Q в плоскости со, приходим к неравенствам, аналогичным

предыдущим и полностью завершающим доказательство теоремы 3.

Пусть, далее, величина Н остается неизменной. Тогда при изменв7
нии области напряжений G вследствие смещения какой-либо одной
из точек Л, В9 С, D вдоль границы области или вследствие

вдавливания одной из граничных потенциальных линий и линий тока, но при
неизменных точках их раздела справедливы такие теоремы.

Теорема 1а. При уменьшении потенциальной линии

а) М± < М;

б) фх > ф в Gt + Lt — L\Vу если уменьшается закрепленная
потенциальная линия, и Фх <С ф, если уменьшается свободная

потенциальная линия;
-► -+•

в) I vi | > I v I на неизменной части уменьшаемой потенциальной
-* -►

линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока, \ vx | «< | v \ на
неизменной части увеличиваемой линии тока, на неизменной

потенциальной линии и вблизи ее конца на неизменной линии тока;

г) линии тока в Gt + Lt отодвигаются от увеличенной линии

тока, если последнюю считать соответствующей самой себе.

Теорема 2aL При вдавливании потенциальной линии

а) Мг > М\

б) Ф1 > ф в Gi + £'i — £i'£', если вдавливается свободная

потенциальная линия, и фх < ф, если вдавливается закрепленная
потенциальная линия;

-*• -*

в) I vi I < | v I на неизменной части вдавливаемой потенциальной
-► -►

линии и вблизи ее концов на линиях тока и \ vx \ > \ v | на неизменной
потенциальной линии и вблизи ее концов на линиях тока.

Теорема За. При вдавливании линии тока

а) Мх < М\

б)' <Pi > ф на неизменной части вдавливаемой линии тока со

стороны свободной потенциальной линии и фх <Г ф на неизменной ее

части со стороны закрепленной потенциальной линии;

в) I vi I < I v Iна неизменной части вдавливаемой линии тока и на

одной из потенциальных линий, на другой потенциальной линии\ vx\<
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< I v I или I vt I < I v I вблизи ее конца, примыкающего к вдавливаемой

линии тока, u\u1\>\v\ вблизи другого ее конца, причем на неизмен-
-+•-*■ -+ -+

ной линии тока в первом случае \ vх | < \v\ вблизи концов и \ vx \ > \ v \ вне
-► «�

концов, а во втором случае \ v1 | < | v \ вблизи ее конца, примыкающего
-+ -+ -*■ «■►

к потенциальной линии, на которой \ vx | < | v |, и \ vx \ > | v \ вблизи

другого ее конца;
г) линии тока в Gx + Ьг отодвигаются от вдавленной линии тока,

если, последнюю считать соответствующей самой себе.

Доказываются теоремы 1а, 2а, За так же, как и теоремы 1, 2, 3.

Например, справедливость последних пунктов теорем 1а и За

следует из того, что при смещении точки С в положение С (см. рис. 45),
точки В в положение точки В' и при вдавливании линии тока ВС

соответствующие годографы Q находятся в верхней полуплоскости со,
а при смещении точек А и D соответственно в положение точек А'

kD' и при вдавливании линии тока AD (см. рис. 45) соответствующие
годографы Q находятся в нижней полуплоскости о> = а -\- /т.

Отметим, что с математической точки зрения теоремы 1а, 2а, За

совпадают с теоремами 1, 2, 3, приведенными в §■ 1.

Теоремы сравнения кручения
тел вращения для области напряжений,

ограниченной двумя линиями тока

и одной потенциальной линией

Общая схема области напряжений G, ограниченной двумя
линиями тока и одной потенциальной линией, совпадает со схемой,
представленной на рис. 45, при условии, что точка С совпадает с точ-

* 6&) к0** ^' Контурные условия имеют вид

Ф \АВ = ft' = const, ф \d = h" = + оо, 1

тг г|э \AD = М' = const, г|э \bd = М!' = const

)е Т й где Л'= О, М" — М' =М имеют тот же

Л У ем смысл, что и в предыдущем пункте. Годо-

-i/Mi s~ **^ гРаФ Т в плоскости w = ф -f п|) имеет вид,
а а" йп указанный на рис. 52.

Рис. 52. Пусть суммарный скручивающий
момент М остается неизменным. Тогда при

изменении области напряжений G вследствие смещения какой-либо
из точек А, В, D, т. е. при неизменной области С, но

переменных точках раздела граничных линий тока и потенциальной линии,
справедлива теорема Г.

Теорема Г. При уменьшении потенциальной линии

а) Ф1 > ф в G х + Lx — L\\
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б) I flil > I v I на неизменной части потенциальной линии и

неизменной линии тока, \v±\ <\v\ на неизменной части увеличиваемой
линии тока;

в) линии тока в Gx + L\ отодвигаются от увеличенной линии

тока, если последнюю считать соответствующей самой себе.
При смещении точки раздела линий тока

а') Ф1 > Ф на неизменной части уменьшаемой линии тока, q>t < <р

на неизменной части увеличиваемой линии тока;

б') I vt | > | v | на неизменной части уменьшаемой линии тока и вбли-

зи ее конца на потенциальной линии, \ vx | < | v \ на неизменной части
увеличиваемой линии тока и вблизи ее конца на потенциальной линии;

в') линии тока в Gx + L\ отодвигаются от
увеличенной линии тока, если последнюю
считать соответствующей самой себе.

В самом деле, пусть потенциальная линия

уменьшается вследствие смещения точки В в

положение точки В' (см. рис. 45). Годограф Q
имеет вид, указанный на рис. 53. Существен- .

но, что в силу ограниченности т точка ^ ле- * ** *

жит в конечной части плоскости, а кривая b'2b2 Рис. 53.

монотонная по а и т. Отсюда следует
справедливость теоремы в случае смещения точки В. В случае уменьшения
потенциальной линии вследствие смещения точки А в положение

точки А' (см. рис. 45), построив годографQ, приходим к неравенствам

:о,

j

ej

[Т

ft4

|__

©

J—^

ФХ>Ф в Gl + Ll — L\9 -?-
А>в
^ ' ds \bd ^ • ds \AD

соответствующим теореме. При смещении точки D в положение

точки D' (см. рис. 45) в плоскости ю образ АВ находится на мнимой

оси, образы BD't AD — на вещественной оси, образ DD' — на

горизонтальной прямой т = const. Построив по этим данным годограф
Q, приходим к неравенствам, аналогичным предыдущим и

завершающим доказательство теоремы.
При изменении области напряжений G вследствие произвольных

вдавливаний одной из граничных линий тока или потенциальной
линии при неизменных точках их раздела А, В, D справедливы
следующие теоремы.

Теорема 2'. При вдавливании потенциальной линии a) cpj < ф в

Gx + ^i — £i^';

б) | i>i | < | v | на неизменной части потенциальной линии и на
-¥ -+• -► -*■

одной из линий тока, на другой линии тока \v1\<\v\ или \vi\<\v\
вблизи ее конца, примыкающего к потенциальной линии, u\v1\>\v\
вблизи другого ее конца.

Теорема 3'. При вдавливании линии тока

а) ц>х > ф на неизменной линии тока и на примыкающей к

ней неизменной части вдавливаемой линии тока, фх < ф на
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неизменной части^ вдавливаемой линии тока, примыкающей к

потенциальной линии;

б) | ^i I < I v | на неизменной части вдавливаемой линии тока и

вблизи ее конца на потенциальной линии, \v1\>\v\ на

неизменной линии тока и вблизи ее конца на потенциальной линии;

в) линии тока в Gx + L\ отодвигаются от вдавленной линии то-

ка, если последнюю считать соответствующей самой себе.
В самом деле, при вдавливании части потенциальной линии (см.

рйс. 45) область gx в плоскости w ограничена контуром adbb'ea'a

(см. рис. 52), а в плоскости со образы AD, BD находятся на

вещественной оси, образы АА\ В'В — на мнимой оси, образ А'ЕВ' — в

левой полуплоскости. Рассмотрев годограф Q, удовлетворяющий
этим условиям, приходим к теореме 2'. При вдавливании части линии

тока A "D" (см. рис. 45) область gx в плоскости w ограничена
контуром aa"e",d"dba (см. рис. 52), а в плоскости сэ образы АА", D"Dy
DB находятся на вещественной оси, образ АВ — на мнимой оси,

образ A "E'"D
"
— в нижней полуплоскости. Построив по этим

данным гоДограф й, приходим к теореме 3', соответствующей
вдавливанию линии тока AD. Так же устанавливаем справедливость этой

теоремы при вдавливании линии тока BD.

Теоремы сравнения

кручения тел вращения для области напряжений,
ограниченной двумя линиями тока

Общая схема области напряжений G, ограниченной двумя
линиями тока, совпадает со схемой, представленной на рис. 45, при условии,
что точки В и С совпадают соответственно с точками А и D.

Контурные условия имеют вид

ф U = Л' = — оо, ф \D = h" = со,

я|> \AD = М' = const, ур \AB"d = М" = const
'

(46)
где h' = — оо

,
Л" = со, М" — М' = М

имеют тот же смысл, что и ранее. Годограф
Т в плоскости w = ф + fy имеет вид

полосы, указанной на рис. 54.

Пусть в дальнейшем, как и в Иредыду-
Рис. 54.

f щем параграфе, суммарный скручивающий
момент М остается неизменным. Тогда при

изменении области напряжений G вследствие смещения одной из

точек раздела граничных линий тока вДоль границы области
справедлива следующая теорема.

Теорема 1". При смещении точки раздела линий тока

а) | fli | > | v | на неизменной части уменьшаемой линии тока,

I Vi\ < I v\ на неизменной части увеличиваемой линии тока;

1

Ь" С
П 7

чв-^

а

ет
У—ч

* \

а» И"

*
i

■

Т

рм~"

®

d

\
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б) линии тока в Gj пододвигаются к уменьшенной линии тока,

если последнюю считать соответствующей самой себе.
В самом деле, пусть точка А смещается в положение точки А"

(см. рис. 45). В плоскости ю образы A D и AB"D находятся на

вещественной оси, образ ААп — на горизонтальной прямой т = const.

Построив по этим данным годограф £2, получаем неравенства

^>t|> в Glf
dG

A'D ds \AB"Dds

означающие справедливость теоремы при смещении точки А в

положение точки А ". Так же устанавливаем справедливость
теоремы в общем случае.

Пусть точки раздела граничных линий тока остаются

неизменными. Тогда справедлива такая теорема.
Теорема 2". При вдавливании линии тока

а) I 0i | < I я I на неизменной части вдавливаемой линии тока,

| vx | > | v | на неизменной линии тока;

о) линии тока в Gx отодвигаются от вдавленной линии тока, если

последнюю считать соответствующей самой себе.

В самом деле, пусть вдавливается линия A "D", т. е. часть линии

тока AD (см. рис. 45). Область^ в плоскости w в этом случае
ограничена контуром аа"е'"й"&Ъ"а (см. рис. 54). В плоскости со образы
АА ", D "D, АВ "D находятся на вещественной беи, образ A"E'"D *—
в нижней полуплоскости. Построив по этим данным годограф Q,
получаем неравенства

*<+»o1.4-L<o.-S- <о, £-\ >0,
D"D ds \ABnDds \AAn

' ds

означающие справедливость теоремы 2" при вдавливании линии тока

AD. Таким же способом устанавливаем справедливость этой

теоремы в общем случае, т. е. при вдавливании линии тока AB"D.

Теоремы сравнения

кручения тел вращения для области напряжений,
в границу которой входят

линии переменного потенциала

Установим характер изменения основных характеристик
напряженного состояния в области напряжений, в границу которой входят

линии переменного потенциала, при замене ее одной из

рассмотренных выше областей напряжений.
1. Область напряжений, ограниченная двумя линиями тока и

одной лцнией переменного потенциала. Общая схема такой области

напряжений G совпадает со схемой, представленной- на рис. 45, при

условии, что точка С совпадает с точкой D. Контурные условия
имеют вид

*

Ф,|лв = Ы (s), Ф |D = Л" = оо, |
■ф \ad = М' = const, я|з \bd = ЛГ = const, J

'
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где М
"
— М' = М имеют тот же смысл, что и ранее, К (s), К (0) =

= 0 — функция длины дуги s линии переменного потенциала АВ

отсчитываемой от точки Л, т! (s) = я|) \ав — значения функции ток*

на линии переменного потенциала Ad. При неизменном значенш

суммарного скручивающего момента М справедлива следующая
теорема.

Теорема 4. При замене линии переменного потенциала в случае
монотонного13 h' (s) потенциальной линией ср \ав = 0

а) <Pi < ф в Gx + ^1, -^сли Л' (s) возрос
тает, и фх > ф, ваш A'(s) убывает, раз
ность фх

—

ф монотонная на Lx — L';

б) | ^11 <С | у | на линии тока наименьше

го значения h'(s)y и если при этом т! (s) мо

нотонно, то \v1\>\v\ — на другой линиь

тока.

В самом деле, при h'(s) бозрастающел
Рис. 55. годограф Т имеет вид, указанный на рис. 55

В плоскости со образы AD, BD находятся ш

вещественной оси, образ АВ — кривая в левой полуплоскости, мо

нотонная по переменной а. Построив по этим данным годограф Q
согласно формулам (42), (43) устанавливаем теорему. Так же уста

навливаем справедливость этой теоремы при К (s) убывающем.
Теорема 5. При увеличении m' (s) с помощью положительного мо

нотонно возрастающего слагаемогои

а) Мг > М;

б) при монотонном h'(s) \v1\>\v]Ha линии тока наименьшегс

значения h'(s), а при монотонном m'(s) \ vx \ > \ v \ на обеих линия}

тока.

В самом деле, в плоскости со образ BD находится на вещественно*
оси, образ AD — на горизонтальной прямой, образ АВ — кривая
монотонная по переменной т. Отсюда в силу формулы (43) следуеч
теорема.

2. Область напряжения, ограниченная двумя линиями тока

одной потенциальной линией и одной линией переменного потенци
ала. Схема такой области напряжений представлена на рис. 45, гд<

AD, ВС — линии тока, АВ — потенциальная линия, DC
— линш

переменного потенциала. Контурные условия имеют вид

ФЦв^Л' = 0, <p\Dc = h'(s), 1

г|э \AD = М' = const, гр \bd = AT = const, J

где М" — М' = М имеет тот же смысл, что и ранее (М > 0)
h" (s) > 0 — функция длины дуги s линии переменного потенциал;

13 Здесь и далее, когда говорится о монотонности, возрастании и убыванш
функций К (s) и т' (s)f предполагается, что это относится ко всей линии перемен

ного потенциала АВ.
14 Это означает, что к линии переменного потенциала прилагаются добавоч

ные внешние усилия с отрицательным моментом относительно оси г.
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DC, отсчитываемой обточки D, т" (s) = ур\ос — значения функции
тока на линии переменного потенциала DC.

При неизменном значении М справедлива теорема 6.

Теорема 6. При замене линии переменного потенциала в случае
монотонного1б h"(s) потенциальной линией <р | dc = h" = const

а) <Pi > ф на линии тока наименьшего значения h"(s) и ц>х < <р
на другой линии тока;

б) | vx\ < | v\ на линии тока наибольшего значения h" (s) и вблизи
-*■ —►

ее конца на потенциальной линии, \vx\>\v\Ha потенциальной линии
вблизи другого ее конца, и если при этом

^

т
"

(s) монотонно, то \ vx \ > \ v \ на линии

тока наименьшего значения h "(s).
В самом деле, при hn(s)

возрастающем годограф Т имеет вид, указанный
на рис. 56. В плоскости со образы ВС,
AD находятся на вещественной оси,
образ АВ — на мнимой оси. Отсюда со- Рис. 56.

гласно формулам (42), (43) следует
теорема при h"(s) возрастающем. Так же устанавливаем теорему при
h"(s) убывающем.

Теорема 7. При замене линии переменного потенциала в случае
монотонного h" (s) потенциальной линией <р \dc = max h" (s)

DC

а) Mx > M\
б) <fc > ф в Gx + Li — AB\

B) I Vx I > I v Iна потенциальной линии и вблизи ее концов на лини-

ях тока, \ vx | <| v\ на линии тока наибольшего значения h" (s) вбли-

^
зи ее конца, примыкающего к линии пере-

V2j) менного потенциала, и если при этом т "(s)
-► -*•

монотонно, то \Vx\> \v\ на линии тока

наименьшего значения h" (s).
В самом деле, при h'\s) возрастающем

годограф Г имеет вид, указанный на рис. ,56,

годограф Q представлен на рис. 57.

Рассмотрев эти годографы при hn(s) возрас-
4г тающем и при h" (s) убывающем убеждаем-

Рис. 57. ся в справедливости теоремы.

Теорема 8. При замене линии

переменного потенциала в случае монотонного h"(s) потенциальной линией

^|Dc — min/T(s)
DC

а) Мг < М\
б) 9i < ф в Gx + Lx — АВ\

16 Здесь и далее, когда говорится о монотонности, возрастании и убывании
функций h" (s) и тп (s), предполагается, что это относится ко всей линии

переменного потенциала DC.
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B) I vi\ < I v\ на линии тока наибольшего значения h" (s), на

потенциальной линии и вблизи ее конца на другой линии тока,

и если при этом т" (s) монотонно, то \ v± | > | v | на последней
линии тока вблизи ее конца, примыкающего к линии переменного

потенциала.
В самом деле, при h" (s) возрастающем годограф Т имеет вид,

указанный на рис. 56. В плоскости о> образ ВС находится на

вещественной оси, образ AD — на горизонтальной прямой, образ АВ —
на мнимой оси, образ DC — кривая во второй четверти плоскости,
монотонная по о. В соответствии с формулами (42) и (43)
устанавливаем теорему при h" (s) возрастающем. Так же устанавливаем
справедливость этой теоремы и при h" (s) убывающем.

Теорема 9. При увеличении h" (s) с помощью положительного

монотонного слагаемого Ло (s)
а) Мг > М;
б) фх > ф в Gx + Lx — АВ\

■* -*■

v

в) при монотонном hn (s) \ vx\ > | v\ на потенциальной линии
■ *+

и вблизи ее концов на линиях тока, а при монотонном^ т
"

(s) \vx\>
> | v | на линии тока наибольшего значения ho (s), на потенциальной
линии и вблизи ее конца на другой линии тока.

В самом деле, при ho (s) убывающем годограф Q имеет вид,

указанный на рис. 57. Из этого годографа следует теорема при

ho (s) убывающем. Так же устанавливается теорема при ho (s)
возрастающем.

Теорема 10. При увеличении т" (s) с помощью положительного
монотонно возрастающего слагаемого 16

г)М1>М\.
б) Ф1 > ф в G± + Lx — АВ;

в) при монотонном h" (s) \ v±\ > | v\ на линии тока

наибольшего значения h" (s), на потенциальной линии и вблизи ее конца

на другой линии тока, а при монотонном т" (s) \Vi\>\v\ на

обеих линиях тока и на потенциальной линии.

В самом деле, в плоскости о> образ АВ — на мнимой оси, образ
ВС — на вещественной оси, образ AD — на горизонтальной
прямой, образ DC — кривая, монотонная по т. Отсюда согласно

формулам (42), ^43) непосредственно следует теорема.
3. Область напряжений, ограниченная двумя линиями тока и

двумя линиями переменного потенциала. Схема такой области

напряжений G представлена на рис. 45, где ВС, AD — линии тока, АВ,
CD — линии переменного потенциала. Контурные условия имеют вид

<р|лв = A'.(s), 4>\Dc = h"(s),

t|) \ad = M! = const, -ф \вс = Af = const,
16 Это означает, что к линии переменного потенциала DC прилагаются доба»

вочные внешние усилия с положительным моментом относительно оси г.

(49)
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где К (s), Л'(0) = 0, hп (s) > 0, Мп — М' = М > 0, m' (s),
/п

*

(s) имеют тот же смысл, что и ранее.
Пусть т" (s) остается неизменным, т. е. остаются неизменными

силы, приложенные к линии переменного потенциала DC. Тогда

справедлива следующая теорема.
Теорема 11. При замене линии переменного потенциала АВ

в случае монотонного h'(s) потенциальной линией у\ав = 0 .

а) Ф1 < Ф в Gi + £i> если h' (s) возрастает, и фх > ф, если
К (s) убывает, разность фх — ф монотонна на Lx — АВ;

б) при монотонном т" (s) | v±\ <. \ v\ на линии тока

наименьшего значения К (s), и если при этом т! (s) монотонно, то \иг\>
> | v | на другой линии тока.

Пусть Л" (s) остается неизменным с

точностью до постоянного слагаемого и пусть
остае+ся неизменной величина М. Тогда

справедлива следующая теорема.
Теорема 12. При замене линии

переменного потенциала АВ в случае монотонного

К (s) потенциальной линией ф \ав = 0

а) Ф1 < Ф б Gx + Llf если hf (s)
возрастает, и фх > ф, если h! (s) убывает, разность
Фх — ф монотонна на Lx — АВ — DC;

б) при монотонных т" (s), т\ (s) \ v±\ < | v\ на линии тока

наименьшего значения h'(s), а при монотонных т! (s), т" (s)

\vy\>\v\ на другой линии тока.

Годограф Т в условиях теорем 11 и 12 при К (s) возрастающем
i имеет вид, указанный на рис. 58, и справедливость этих теорем
как ив предыдущих случаях, устанавливается с помощью

рассмотрения годографов в плоскости вариации комплексного потенциала.

Пусть ft" (s), т. е. угол поворота на линии переменного
потенциала DC, остается неизменным. Тогда справедливы следующие
теоремы.

Теорема 13. При уменьшении h! (s) за счет отрицательного

монотонного слагаемого 1ц (s)
а) М1 > М;
б) Фх < Ф в Gx + Lx — DC;

в) при монотонных т! (s), т" (s) \v1\>\v\ на линии тока

наименьшего значения Ло (s), на линии переменного потенциала
DC и вблизи ее конца на другой линии тока.

Теорема 14. При увеличении т! (s) с помощью положительного
монотонно возрастающего слагаемого

а) Мг > М;

б) Ф1<Ф в Gx +Lx—DC;
—► -+■

в) при монотонных К (s), тп (s) \vx\>\v\ на линии тока

наименьшего значения К (s), на линии переменного потенциала DC
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и вблизи ее конца на другой линии тока, а при монотонных т' (s)

и т" (s) | vx | > | v | на обеих линиях тока и на линии переменного
потенциала.

Теоремы 13, 14, как и предыдущие, доказываются на основе

теоремы о сохранении области для р-аналитических и (р,
^-аналитических функций с учетом частично известных контурных
условий для вариаций комплексного потенциала.

К вопросу о законе затухания
и принципе Сен-Венана

При выборе конструкции валов переменного сечения важное

значение имеет так называемый закон затухания напряжений,
заключающийся в том, что резкое повышение напряжений, с

которым встречаются при решении всех задач о концентрации
напряжений, всегда сопровождается значительным

уменьшением напряжений вблизи зоны

концентрации. В случае кручения валов переменного сечения

вблизи всякой кольцевой выточки — зоны

концентрации напряжений — напряжения уменьшаются;
теоретически этот закон проверен в применении к

таким кольцевым выточкам, для которых
известны те или иные приближенные решения [138,
стр. 11, 139]. Приведенные выше теоремы сравнения
кручения тел вращения и именно те их пункты, в

которых говорится о поведении вектора напряже-
-+•

ний v9 представляют собой математическое доказа-

Рис. 59. тельство закона затухания в общем виде для валов

произвольных сечений с произвольными

выточками, а также возможные уточнения и обобщения этого закона.

Поэтому указанные теоремы сравнения, как и закон затухания, но

в более полной форме, являются обоснованием рационального

устройства разгружающих выточек, уменьшающих максимальные

напряжения на поверхности вала. В отдельных случаях они

позволяют математически обосновать известный экспериментальный

принцип Сен-Венана и дать его количественную характеристику.
Покажем это на одном из примеров.

Пусть дан цилиндрический вал радиуса R и длины I с

торцевыми поверхностями, ортогональными к его боковой поверхности.
Пусть боковая поверхность свободна от внешних усилий, на

закрепленной торцевой поверхности, образованной вращением отрезка
АВ вокруг оси z (рис. 59), угол поворота ф|лв = 0, а на другой
торцевой поверхности q> \Dc = ft" (s) > 0, где ft (s) — монотонная

функция длины s отрезка DC, отсчитываемой от точки D. Пусть М —
заданный суммарный скручивающий момент. Требуетсй установить,
насколько напряжения на торцевой поверхности, образованной
вращением отрезка АВ вокруг оси z, отличаются от напряжений на

1
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1

1г ©
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G
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этой поверхности, соответствующих постоянному углу поворота
на обеих торцевых поверхностях при том же значении

суммарного скручивающего момента. Для решения этой задачи достаточно

использовать теоремы 6, 7, 8.
В самом деле, по теореме 6, если положить ср|яс = А" =

= const,

А<Л" <Л,
где

Л = min h" (s), h = max A" (s).
DC DC

Комплексный потенциал w = <p -f- гф в этом случае имеет вид

—�+*-*(--i»+*')-'S-(-i.**').
Полагая у\ос = А и ф|^с =А, получаем комплексные потенциалы

в виде

w -4(-T«+*i i-e-И'И
Отсюда в соответствии с теоремами 7, 8 и равенствами (39) находим

искомую величину вектора напряжений на закрепленной торцевой
поверхности

|*Гу<|»|<|1Г-А
и соответствующие напряжения при постоянном угле поворота на

обеих торцевых поверхностях

Таким образом, искомая величина уклонения напряжений

6 = < h"
~

4Af/ *^

Например, при T?3^ = Af, Л — A = 1, / = 10 искомое уклонение
напряжений не превосходит 2,5%, при / = 25— сйижается до
1,0%, вообще оно обратно пропорционально длине скручиваемого
вала или расстоянию от места изменения приложенных внешних

усилий.
Метод мажорантных областей

в теории концентрации напряжений
в валах переменного сечения

Одной из наиболее важных задач теории кручения валов

переменного сечения является задача о кручении цилиндрических
валов с кольцевыми выточками той или иной формы, так как

правильные представления о распределении напряжений на поверх-
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ности вала позволяют уменьшить величину коэффициента запаса,
облегчить вес конструкций и избежать поломки их от

перенапряжения [138, 140, стр. 135]. О важности и трудности этой задачи

свидетельствует появление значительного количества работ,
посвященных ее приближенным решениям, начиная с опубликования
в 1900 г. Мичелем основных уравнений теории кручения валов

переменного сечения [137]. Во всех приближенных решениях
, краевые условия задачи удовлетворяются не пол-

■ I (F\ ностью, не на всей поверхности вала, а только

на ее части, или не на той поверхности, для ко-

б" d торой ставится краевая задача, и при этом, что

s*~~ важно заметить, не приводятся оценки погреш-

jr ности решений, а также не указывается, в

каком отношении они находятся с истинными зна-

^ чениями искомых величин,
* что является суще-

с **£» ственным недостатком.

Установленные выше вариационные теоремы,
а также непосредственное использование теоре-

Рис. 60. мы о сохранении области для ^-аналитических
и (р, ^-аналитических функций позволяют

сравнивать решения краевых задач, соответствующих различным
областям напряжений. Поэтому представляется возможным

распространить предложенный нами ранее метод мажорантных областей
в теории фильтрации (§ 1) на решение задач кручения валов

переменного сечения. А именно: для того чтобы определить ту или иную
интегральную характеристику напряженного состояния, т. е. ве-'
личину, представляющую непосредственный интерес (например,
максимальное значение вектора напряжений на бдковой
поверхности вала) при заданной или приближенно известной области
напряжений G, необходимо, согласно доказанным вариационным
теоремам, рассмотреть напряженные состояния в каких-либо
вспомогательных областях напряжений — «мажорантных по данной
интегральной характеристике» -С°и С0 таких, чтобы численные

значения соответствующей интегральной характеристики для G0
и G0 были известны или находились просто и являлись оценками

искомой величины соответственно сверху и снизу. Очевидно, что

получаемые таким образом решения должны быть свободны от

указанного выше существенного недостатка известных приближенных
решений, в которых не указываются оценки истинных значений
искомых величин. Указанные выше мажорантные области всегда
можно построить при помощи известных простейших напряженных
состояний, и в каждой конкретной задаче весьма просто, если не

требуется большой точности в определении искомых величин.

Покажем это на отдельных простейших примерах.
1. Задача о максимальных напряжениях на боковой поверхности

цилиндрического вала бесконечной длины с кольцевой выточкой
гиперболической формы. Пусть дан цилиндрический вал

бесконечной длины и радиуса /?, имеющий на боковой поверхности кольце-
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вую f выточку гиперболической формы, а — глубина выточки,

2р — ее ширина. Пусть боковая поверхность вала свободна от

внешних усилий, М — заданный суммарный скручивающий
момент. Требуется определить максимальное значение вектора
напряжений на боковой поверхности вала.

Область напряжений G, соответствующая данному валу, имеет

вид, указанный на рис. 60, где AD, AB"E"C"D —'линии тока.
В соответствии с теоремой сравнения 2" для оценки сверху вектора

напряжений v на линиях тока АВ", C"D9 принимая за область G0

полосу шириной /?, получаем неравенства

\v\av, \v\ctd<^. (50)

Для оценки сверху вектора напряжений на поверхности выточки

В*Е"С*9 в силу этой же теоремы 2", можно взять область G0,

ограниченную линиями тока AD и гиперболой В'В"Е"С"С
(см. рис. 60). Введя функцию Н. Е. Жуковского

с-т(< + т)-т(р-Ь7)С0вв + 'т(р-|)8,пв'
где t = pemt с — фокусное расстояние гиперболы В'Е'С,
уравнение последней можем записать в виде

9 = 0! = const, cosBi = r

' 1
, с = ■

* ~~а

ТЛ + ЗЪ^рл —ар1
'

cos6i

Система уравнений (36), в силу инвариантности по отношению к

конформным преобразованиям, принимает вид

а<р 1 1 дф
Ф

""

I с I , !\13 pcos3e ае »

Ир+р)1
д<р

__

1 р дур
дв
~

[ с ( , 1 \ ]3
'

cos3 9 ф
'

откуда, вводя обозначение

Я, = Х(/?, a, p)==sin91 = -7==JL== , (51)

получаем комплексный потенциал ufl, соответствующий> G0:

о 'о . -io
М Го, ./sin39 . Л\1Ш° = <р° + П|>0 =—2 ji ф1 + 4—з

Sine) .

О о

Вектор напряжений в точках гиперболы В'Е'С в соответствии с (39)

|£|eeeJJL|i£ll =(i_|^LiLl|\"" le=9« |г»| an |}e=ei |r»| 09 * f IJe-e/
или
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В частности, максимальное значение эта величина имеет у дна
выточки в точке Е":

ш

где

"•к-т^пю.

П(Х)
* -iH^
4Х* Х + 2

(53)

(54)

Для получения оценки Снизу величины v в точке Е" область G0
следует выбрать в виде полосы шириной R — а. Оценки сверху

ч

к

П(Х)

1

1

0,9

1,153

0,8

1,356

0,7

1,638

0.6

2,051

0,5

2,700

1 0,4

3,828

0,3

6,123

Таблица 1

10,2

12,273

0,1

43,215

и снизу для искомой величины max |i>| на боковой поверхности
вала АВ E'C'D находим в виде

(55)

I
I
I

4 I
i

где П (А,) и К — коэффициенты, определенные соответственно

равенствами (54) и (51). В табл. 1 представлены численные значения

коэффициента П (А,), показывающие, что нера-

(£) венства (55) являются весьма точными

оценками величины максимального напряжения на бо-

р,
ковой поверхности вала при численных значе-

нияхД, достаточно близких к единице, т. е. при
—^- не очень большой глубине или при не очень ма-

^г
лой ширине выточки.

2. Задача о максимальных напряжениях на

боковой поверхности цилиндрического вала

бесконечной длины с кольцевой выточкой круговой
формы. Пусть дан цилиндрический вал бесконеч-

61. ной длины радиуса R, имеющий на боковой

поверхности кольцевую выточку круговой
формы радиуса Р и глубины а <[ 2|J (рис. 61). Пусть боковая

поверхность свободна от внешних усилий, М — суммарный
скручивающий момент17. Поставим задачу об определении max \v\ — макси-

£
I
I
I
I

Рис.

17 Приближенное решение задачи о таком цилиндрическом вале в частном

случае, при а = 2р, получено в монографии [ 140J в очень сложной форме — в виде

бесконечных рядов, причем в этом решении, как обычно, краевые условия
полностью не удовлетворяются и строго математически обоснованные оценки

погрешностей не приводятся, хотя из чисто физических соображений можно ожидать,

что эти погрешности сравнительно малы.
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мального значения вектора напряжений на боковой поверхности
вала как величины, представляющей наиболее существенный
интерес.

Как и в предыдущем случае, для оценки величины вектора

напряжений v на линиях тока AB"t CD используем неравенства (50).
Оценку этой величины в точке Е" у дна ..

выточки находим в виде

v \е- >
AM

(Я-а)8 (56)

С ®

elfДля оценки сверху величины v на

поверхности выточки В"Е"С" (см. рис. 61) в

соответствии с теоремой сравнения 5 можно

рассмотреть область G0, представленную на

рис. 62, где AD и АВ'Е'С D — линии тока,

а — абсцисса точки пересечения
окружностей, ортогональных к мнимой оси и к окружности В,ВпЕ"С"С,
/?0= R —а. Для области G0 комплексный потенциал w9 = <р° + h$P
можно найти общеизвестными способами. Полагая

Рис. 62.

— и--£г.
£ = r + fc = в(1-р»)

1 + pJ — 2р cos е
+ i

а2р sin 8

J

><i
-a tor

iz ©

1X7*
гч*в0

£7*>

—Г"
I

i

l+p* —2pcos9
'

f—>

ж

©
/2X

m

Рис. 63.

и вводя комплексную плоскость биполярных координат / = £ -f-
Н- «в (рис. 63),

t = £ + Ш = In со = In -^- + i (0! — 9а), 0 < в <2я,

gshg _

a sin в

ch£ — cos6 '
2 =

ch £ — cos 9

из условия

p \B'E'C" =
Ro — a

Ro + a
|fl0 + 2P-fl|
|/?0 + 2p + a|

=const
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находим

a = VR20 + 2R0$, (57)

£0 = £|в-е-с- = In -^§-« (58)

Система уравнений ^-аналитических функций от £ = г -f /z

(36) принимает вид

с)ф
_

1 dty_ дд>
_

1 дф_
dl

~~

ца3?2 sh3 g дЭ ' д8
~~

ца3?2 sh3 £ dg »

где

<7 = (ch£ — cos 9) 2. (59)
В силу тождества

где

£ (и) =■

-щ (put) + -gg-lpub),
а р

— любая непрерывно дифференцируемая функция, при г|) =».

и уравнение для определения v принимает вид

4»й+»вв
— vi3cthl+^u = 0. (60)

Полагая

о = а (!) sip 4 • » в Р (Е)sin Т"
и определяя а (£) и р (£) из уравнений

a" —a'3cth£ + 2a = 0, Р" — Р'З cth g = 0,

устанавливаем следующие частные случаи функции тока:

в в

ih = <7chgsinT , ip, = <70 + ch2g)sin7 ,2

_3(i|>3 = ?sin^-, гр4 = q(3chg — ch3g)sin-39
Функция

Ч>° - v^q_ 1)a (3 sin 4 [ft (1 + ch* g) - (1 + fr8) ch a +

+ 3sin-f-rjT[3ch|-ch»6-36 + -6»l).
где
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равна нулю на линии тока AB'B"E"CnC'D и равна — М на линии

тока AD. Это значит, что комплексный потенциал w° = <р° + гф°
для указанной выше области G0 имеет вид

w» = ф° + гяро = Ф° + * У2ф-\)*{ЗВ1П^ [Ь(1 + °h4)~

-(l + &Vh|] + T^sin^-[3chg-chn-3&+fe3l[. (62)
п с */"*/гСогласно общим формулам (39), на дуге окружности В"ЕпС

V0 \В"Е'СЯ =

Далее,
dt|)° I

1 ^° dg
га ag ал

3AJsh£0(fr+l)

16=6.
i ai|?° 2а

г2 д\ С2-^2

1

fe=6o

6
—~= г?— I sin -я-

—

.
, 0

sin
/2(6 — 1)(6 — cos9)''» I 2 6+2

39]
2 J.

Г2
_

1 (chip— cos9)a
6-6* shago

и, следовательно,

I ZTo I зуТл*

. 9
sin-тг

1 . 39

M=TslnT-b+ 1 лгт ь
^~*ht /, i У Ь — COS 0 jyo Tana sh £0 6 — 1 £2 _ a2

(63)
В частности, у дна выточки в точке Е" последняя величина
принимает наибольшее значение:

\v° U =
зУш ь + \ ь + з 1

. (*_1)8/* Ь + 2 д2_д2
•

Учитывая (57) и (61), равенство (64) можно записать в виде

AM

k°k =

где
(Я-а)2

П(Х),

1+£

i + 1-я 2(3

(64)

(65)

(66)

Таким образом, для тах|и|—максимального значения

вектора напряжений на боковой поверхности цилиндрического вала

бесконечной длины радиуса R с кольцевой выточкой круговой
формы радиуса р и глубины а •< 2р — получаем оценки сверху и снизу:

4М

(Я-а)*
< max \v <

4Л1

(Я-а)3 ЩХ), (67)

где коэффициенты П (X) и Я определяются равенствами (66).
В табл. 2 приведены численные значения коэффициента П (к),
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показывающие, что оценки (67) весьма близки и определяют
максимальные напряжения на боковой поверхности вала с достаточно

высокой степенью точности. Например, при /? = 2, а = 1, Р = 1

4Л4<max|t;|<4M • 1,148.

Приняв в качестве приближенного значения искомой величины

среднее арифметическое верхней и нижней оценок, находим погреш-

ность, не превышающую 6,8%. При R = 2, а =
-g-, р = 1

получаем искомую величину с погрешностью, не превышающей 3,5%.

Таблица 2

Л'

П(Х)

к

п(Х)

0

1

•

1,273

0,1

0,033

2

1,485

0,2

1,063

3

1,667

0,3

1,092

4

1,829

0,4

1,121

5

1,978

0,5

1,148

6

2,116

0,6

1.175

7

2,246

0,7

1,200

8

2,368

0,8

1,225

9

2,485

0,9

1,249

10

2,596

Дальнейшее развитие в применении к задачам о кручении
валов переменного сечения метод мажорантных областей получил
в работах [141—147]. В частности, значительно улучшен результат
по решению рассмотренной выше задачи о кручении
цилиндрического вала бесконечной длины с кольцевой выточкой круговой
формы.
Метод мажорантных областей можно применить также к другим

задачам, связанным с р-аналитическими и (р, ^-аналитическими
функциями. Например, им достаточнф удобно пользоваться при

решении задач о кручении призматических стержней [1481. В
работах [149, 150] в связи с задачами об изгибе призматических стерж-.
ней исследован вопрос о знаке вариации нормальной производной
на границе области решений уравнения Пуассона в зависимости

от изменения правой части уравнения и краевых условий. А. А. Ско-
робогатько исследовала этот вопрос в применении к решениям
уравнения

Ж <Wt> + ^W= F (*> У)> (68>

где F (х, у) и р
= р(х, у) — заданные функции от х и у, р (х, у) >

> 0. Установленные ею теоремы сравнения о знаке вариации
нормальной производной решений уравнения (68) в зависимости от

изменения правой части уравнения, краевых условий и

характеристики р
= р (х, у) существенно дополняют

вариационно-топологические теоремы сравнения метода мажорантных областей, так как
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многие величины, имеющие важное значение непосредственно в

приложениях, выражаются через нормальную производную
вещественной части, соответствующей р-аналитической функции. Поэтому
при решении такого рода задач с помощью указанных теорем
сравнения представляется возможным заменять не только одни

области другими, но и варьировать краевые условия,
характеристику р = р (х9 у) и вещественную часть р-аналитической функции,
заменяя ее функцией, не удовлетворяющей уравнению (68) при
F (*, у) = 0.

§ 3. О ПРИМЕНЕНИИ р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
К ЗАДАЧАМ О БЕЗМОМЕНТНОМ НАПРЯЖЕННОМ

СОСТОЯНИИ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Однородные уравнения равновесия безмоментной оболочки, как

известно, при помощи замены переменных сводятся к условиям
Коши — Римана относительно соответствующих двух неизвестных

функций в том и только в том случае, когда оболочка представляет
собой поверхность второго порядка [151—155]. В этом случае
решение задачи о безмоментном напряженном
состоянии оболочки получается в замкнутом виде при
помощи аналитических функций комплексного

переменного.
В случае оболочки вращения произвольного

вида, образующая которой описывается

уравнением г = г (х3) в геодезической системе

координат (х3 = const — параллели, р = const —

меридианы, рис. 64), уравнения равновесия имеют

виД (например, [151])

дх3
' 0,

дФ

д& дха
= 0, (69)

где f = —^-. Через функции Фи У по известным формулам

выражаются усилия, возникающие в оболочке [151, 152].
Рассмотрим случай оболочек вращения с положительной

гауссовой кривизной (г" < 0). Следуя работе [164], введем новые

независимые переменные

-\v~-r,(*з)
<*з) dx3, у = р (70)

и комплексную переменную г = х + iy. Тогда система уравнений
(69) принимает вид

дх
дФ

ду ду

1 дФ

р дх (71)

где р = р (х) = У — гV. Это значит, что w = w (г) = <р (х, у) +
+ *У Oft У) = — V (х, у) + «Ф (х, у) представляет собой /7-ана-
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литическую функцию комплексного переменного г = х -f- iy с

характеристикой р = р (*) = У -г"гъ-
Таким образом, решение задачи о безмоментном напряженйом

состоянии произвольной оболочки вращения с положительной
гауссовой кривизной сводится к нахождению соответствующей р-ана-

литической^ функции комплексного потенциала.

В работе [156] рассмотрена так называемая стаканообразная
оболочка, уравнение образующей которой в цилиндрической
системе координат г, 8, х3 имеет вид

-rW = /l + ^ln(l + ^), (72)

где с — числовой параметр, с> О (см. рис. 64). При помощи

приведенного выше метода решение сводится к нахождению р-анали-
тической функции w = <р -f- fy комплексного переменного z =

^■x+iy с характеристикой р = х2 и получается в замкнутой
форме — в виде квадратур.

Пусть оболочка вращения с положительной гауссовой
кривизной в некоторой точке А загружена сосредоточенными силой

(Pv ^2» Рз) и моментом (Mv М2, Af3), где индексы 1,2, 3 означают

проекции векторов силы и момента на соответствующие оси

декартовой системы координат (см. рис. 64). Тогда безмоментное

напряженное состояние оболочки, как и ранее, описывается р-аналити-

ческой функцией w = q> + гф комплексного переменного г =

= х + iy с характеристикой р = р (х) —К—г"**, имеющей
особенность в точке z0= х0 + iy0, соответствующей точке А. В
работе [157] показано, что интегральные уравнения равновесия
элемента оболочки, содержащего точку Л, можно записать при помощи

интегралов по сопряженным переменным с характеристикой
р = р (х) = V — r'V3 в виде

Рг + ip2 + J Л + i^dZ, = О,
г

M2 — Шг + ] (pdZ2 -f i^dZ2 = 0,
f

Ps - *Af, + J cpdZ3 + i^dZ3 = 0,
г

(73>

(74)

(75)
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где г = г (дг3) — уравнение образующей оболочки вращения, г' =

»

'
*"

,
Г — замкнутый контур в плоскости z = х + н/, соот-

алгу
'

ветствующий замкнутому контуру, . ограничивающему элемент

оболочки, содержащей точку А. В частности, для рассмотренной
выше стаканообразной оболочки соответствующие сопряженные

переменные с характеристикой р = х2 имеют вид

zi = --^-(e*-e--*)9 Z1^-tVcl(x—l)e' + (x+l)e^l
'

z,

z3

s=

=

2V"c

— y-

X

i

"7 '

~z*=Trt(x-X)ez>
z3 = —y+t — ,

(76)
и все преобразования и вычисления, связанные с этими

сопряженными переменными, становятся весьма компактными.

§ 4. МЕТОД р-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
В ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Вопрос о применении обобщенных аналитических функций в

осесимметричной теории упругости был поставлен впервые в работе
[18]. Выяснено, что, для того чтобы провести как можно большую
аналогию с методом Колосова — Мусхелишвили в плоской теории
упругости, целесообразнее всего принять за основу р-аналитиче-
ские функции от z = х + iy с характеристикой р = х. Установлены
основные формулы осесимметричной теории упругости, в основном

аналогичные известным формулам Колосова — Мусхелишвили для

плоского напряженного состояния. Отличие состоит лишь в том,
что вместо двух аналитических функций от z в них подставляются

две jf-аналитические функции от z. В работе [10] построен
однозначно и в явном виде обратимый интегральный оператор, преобразую-'
щий формулы Колосова — Мусхелишвили в формулы
осесимметричной теории упругости и соответствующее плоское напряженное
состояние в осесимметричное напряженное состояние.

Таким образом, применение ^-аналитических функций от z =

= х + iy с характеристикой р = х приводит к вполне

определенному методу решения задач осесимметричной теории упругости —

методу р-аналитических функций в осесимметричной теории
упругости. Развитие этого метода возможно в трех направлениях:

1) использование математического аппарата, и прежде всего

интегральных представлений р-аналитических функций от z =

,
= х -f- iy с характеристикой р = х\

2) сведение осесимметричных задач теории упругости к
плоским или к задачам специального вида в классе аналитических

функций;

377



3) использование обобщенного интеграла типа Коши (гл. 1,
§ 4) для ^-аналитических функций от г и установленных нами

формул осесимметричной теории упругости, позволяющее сводить осе-

симметричные задачи к интегральным уравнениям, аналогично

тому, как это делается при помощи обычного интеграла типа Коши
и формул Колосова — Мусхелишвили в плоской теории упругости
[158].

Основные формулы
осесимметричной теории упругости

Выведем основные формулы осесимметричной теории упругости
[18, 10, 11, 1591.

Пусть ось 2 пространственной системы координат х, у, г

совпадает с осью симметрии тела вращения, подверженного воздействию

усилий, симметричных относительно оси вращения тела; г, 9,
2 — цилиндрическая система координат (см. рис. 43), и = и (г, г),
и = v (г, г), w = w (г, г) — компоненты вектора смещений в

направлении осей г, в, г; ап ае, а2, тГе, тГ2, те2,— общепринятые
обозначения для компонент тензора напряжений; ег, ев, е2, уе,
Угг> Ye* — компоненты тензора деформаций Ф = ел + ее + е2; X, \i —

упругие постоянные Ламэ. Тогда уравнения статики упругого
тела в перемещениях при отсутствии объемных сил, как известно

(например, [136, 1401), запишутся следующим образом:

» + *>-£+■•(•&-&)-?• <">

*+*>-£--«■-Жт-тт)]-". (78>

т+т(тт)-» -
<79>

Компоненты тензора деформаций, в силу независимости вектора
смещений от 9, имеют вид

__

ди
__

и
__

dw

г'-~дГ> ее - т , е2 - -gj-

dv v ди
,

dw dv
V'Q

=

-dF-T> V«=-^- + -3r, Ye* = -3F

закон Гука—

ar s= ХЪ + 2цег, ae = № + 2jxee, <тг = M> + 2цвг,|
Tre = HY/-e, тГ2 = [Х7Г2т тв2 = [iYez- J

Из равенств (77) — (81) следует, что общее напряженное
состояние тела вращения, симметричное относительно оси 2, можно

рассматривать как наложение двух независимых напряженных
состояний. Первое из этих состояний, называемое круговой
симметрией, описывается уравнениями (77), (78) при условии, что v = 0,

(80)
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и, следовательно, в этом случае равенства (81) принимают вид

/ ди
,

dw\
_ л а ди

,
и . dw

(8Г)

Второе из указанных напряженных состояний, называемое

кручением, описывается уравнением (79) при выполнении условий и =

= w = 0. В этом случае уравнения (81) записываются в виде

(dv v\ ди

ог = ов = ог = хгг = 0.

Введя функцию кручения <р = —-, из равенств (81") получаем

(81*)

dw дф

а из уравнения (79) —

Таким образом, напряженное состояние кручения полностью

описывается ^-аналитическими функциями w = ф + п|>
комплексного переменного £ = г + /2. Существенное использование свойств

р-аналитических функций (и особенно топологических) при
решении задач о кручении показано в § 2. Теперь рассмотрим
напряженное состояние круговой симметрии, т. е. систему уравнений
(77), (78), (81'). Покажем, что общее решение системы уравнений
(77), (78), (81') можно представить в виде следующих формул осе-

симметричной теории упругости:

2ц (w - Ш) = кФ (О - 2z^gL + V (£), (83)

tf* +iZ* = [Ф (0 + 2г i^£L_ у (0]с _ 2(г f SL dZt (84)
с

где k = 4^-. U = ru, а Ф® = Р + iQ и Y(£) = R +iS -

произвольные г-аналитические функции комплексного переменного
C-.r+fc,

7?* = J R„ds = f — rr,dr + 0^г,

Z* = | rZnds = J
— "V*r + rx«d2,

(85)
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С — гладкий контур, Rn и Zn — проекции на оси гиг усилий,
приложенных к С со стороны правой нормали к С (рис. 65), [ 1с —

приращение величины, стоящей в скобках, при обходе контура С.
Отметим вначале, что формулу (84) можно записать в

следующей эквивалентной форме:

/?; + И* = [Ф(0 + 2гЦ«1 - vю]с + j <* + '*-**,

(84')

*i = /?* + J^-d2, (84")
С

D = Im [ф (С) +2г^- - Т(£)]^ , (84")

£0 — начальная точка контура С.
В самом деле, из (83) и (84) находим

Z*-2^ = (/e+l)Q-ImJ0(C) + 2z-^-^a)]^
или

^Q+ £ + z*.
rz

^ '
г

Подставляя это выражение в (84),
получаем равенство (84'). Если
точка £0 фиксирована, можно, не

меняя вектора смещений и тензора

напряжений,'выбрать мнимые части

функций ф (£) и W (£) так, чтобы

постоянная D в формуле (84') рав-
Рис. 65. нялась нулю. Для этого

достаточно к мнимым частям Ф (£) и W (£)

прибавить постоянные сх и с2 такие, что Асх —с2 = 0, сх +^2 = —D.

Докажем теперь формулы (83), (84). Полагая Q =
м-gj--

—

-gH>
можно записать систему уравнений (77), (78) в виде

(* + 2^-f-S- = °. (^+'ад-? + ^ТГ-0. (86)

Из этих уравнений следует, что (X -\- 2|х) d + fjbifi является

/--аналитической функцией от £ = г + *z. Поэтому

(X + 2(х) О + t>Q = (* + 1) F (С) = (* + 1) (Р + <?), (87)

где k = ,""7 *\ Т7 (£) — произвольная г-аналитическая функция
от £ = /- + «z. Из (87) следует, что

!**=TTp2irRe(A+l)F(0 = (*-l)ReF(0,
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и поэтому равенство (87) принимает вид

Полагая U = га, последнее равенство можем записать в виде

W(f¥-+£) + '('£-*)]-"<o-*o. <88>

В силу определения операторной производной по сопряженной

переменной Z ((89), гл. 1) при условии, что Z и Z определяются
равенствами (80), если со = а + ф = г + iz (гл. 1, § 3), равенстов
(88) можно записать

2fi
dP(w-iU) =kF(Q-F(Q, (o = a + ip = r + /2. (89)

Отсюда

2ц (ш - Ш) = ft J F (?) dpZ - J F (C) d/. (90)

Но на основании формулы (95'") гл. 1

jF(£)d„Z = 2pF (0-Y(0, Р = *.

где У (£) = /? + iS — произвольная г-аналитическая функция от

£ = г -\- iz. Поэтому, если положить

равенство (90) принимает вид

2fA(a>- iU) = kO(Q-2z^P- + V(Q.

Формула (83) доказана.

Из условия равновесия (рис. 65) вытекает, что

Sn = -^+a,-§, (91)

*.--".-£+ *«-!■• (92)

и, следовательно, равенства (85) справедливы. В силу (87)

/ dw ди \ k + 1 a k + 1 дР dQ

(87')
Компоненты тензора напряжений в соответствии с (8Г) имеют вид

1ди . dw\ k+l , 2jul dU k+\ y о
dw '
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a2 = ^ + 2»i-g=^+2jt(d--l-f-) = (X + 2ji)d-2^7-|-=»
= (ft + l)p-2^J-J^-f

Подставляя эти выражения в (85) и учитывая, что р
=

-г—,

9 = -^-, находим

С

или

/?*=Р+1)Р_2}1Ш]с—2fijyd2t

(93)

2* = [(*+1)<? + 2^£/]с,
следовательно,

#*+/Z* = [(A + 1)Ф— 2\i(w — iU)]c — 2ii\^d2.
Подставляя далее в (93) вместо 2jui (w — ill) правую часть

равенства (83), получаем формулу (84). Таким образом, доказана

справедливость второй основной формулы осесимметричной теории
упругости — (84).

При помощи (83), (84) можно получить другие формулы,
аналогичные основным формулам плоской теории упругости.

Положим

!im;o(3 + *i^-v(o|--£
— Re Ф(р+ 2г ъ-ё-М-дФ(; 3Q

дг

(94)

или

-£-4(«-*-г-+*).
(94')-

где Q — вещественная функция от г и г. Введем /--аналитические

функции от £ = г + iz

P+iQ = ](P + iQ) dPZ, R + iS = j (R + iS) d^, (95)
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где Z — сопряженная переменная, соответствующая
характеристике р = г (см. (80) гл. 1). В Силу равенства (94) гл. 1

* + '*—т*+"4-'+ «.

дг ' 5г г дг
х

дг '

(96)

При помощи этих тождеств легко находим

дг дг дгдг ~*~ дг

dQ

дг

дР

дг

д*Р

дг3
•2*-^ +

dR
дг

(97)

следовательно, функция Q выражается через г-гармонические

функции от £ = г + и Р и Т = Р + R:

дР
Q = —2г-

ST Т, T = P + R. (98)

Формулы (83) и (84) принимают вид

2ц(«в~Й^=—^(г-^-+^) + (*.+ 1)ф(0-

-■-'('4+'4)+(*+D(4+fr4). (99)

(100)

при этом

A1Qe-4-S-i Д^-О. А,-
*

&* дг* -5- + т^-П01)
Равенства (99), (100) следует рассматривать как общее решение

уравнений осесимметричной теории упругости в смещениях и

напряжениях. В соответствии с (8Г), (85), (87'), (99), (100) компоненты

тензора напряжений имеют вид

о, =

ав =

dR*
дг

''

1

г

1 dQ

г дг

dZ*

дг

d2Q

дг2

= —

г*

_ J_
г

d*Q

дг*

Q +

dQ

дг

-JL.
Г

2к

+

дг

V

k+l
г* Q.

-

, Т« =

дР

дг
*

a2Q

дгдг (102)
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Учитывая (96) —(98) и полагая U* = r-^- = — 2г -^- + Т,

Т = Q +S, на основании (101) получаем

dz2
~

г дг \
'

дг ^ ч/ ' 2
~~

dz2

Л А //* П А (?2
,

а2 1 а
(ЮЗ)

Подставляя эти значения в равенства (102), находим общее
решение

18
уравнений осесимметричной теории упругости в

напряжениях, выраженное через две —гармонические функции Q и Т =

= Q + S от комплексной переменной £ = г + izy

*-i4(-*3+r-««)~H-**+',)+i*14
(104)

Из (99) находим

Полагая — kP + R = X, получаем общее решение1я уравне-

2Vi(w-iu) =-?-& + (k + 1)Р)-(■?-№-(k + 1)Р).

*8 Аналогично общее решение уравнений плоской теории упругости в

напряди &V d2U
„ о . иженйях ох = -щр

, а^-^-, т*„ = — -^-^-
, £/ = 2хф + ф, где ф

негармонические функции от х и у, можно представить в виде

й А Я

ах
= 4р— -^- (2*р + ?), оу = -^ (2*р -+- (7). xw «=> —

-g^- (2*р + Л

где ри^ — произвольные гармонические функции от х и у,

19 Аналогично общее решение уравнений плоской теории упругости в

смещениях [158J

2jLt (If + ш) = - (j^ + i ^Lj + {k + l) ф (z),

где ф (г) = р + фх
— аналитическая функция от 2 = х + iy, U = 2хр -f-if»

ф — гармоническая функция от * и */, можно представить в виде

Я Л *

2ц (и + to) « — -§7(2^ + <7) + 2 (fe 4- 1)Р- i-щ; (2xp + q),

где p и q
— произвольные гармонические функции q = ф + (k -+• 1) P,

дР
__n

dP
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ний осесимметричной теории упругости в смещениях, выраженное
через две r-гармонические функции Р и X,

2р(и + to) = ^г(-2гР + Х) + i[±(-2zP + X) + (2k + 1)р\.
(105)

Точно так же из основных формул (83) и (84) можно получить
известные формы общих решений уравнений осесимметричной теории

упругости 1137, 160—167]. Например, полагая [/* =— г —• X* =

(91О = -г-г
A, -J- [X

коэффициент Пуассона), непосредственно из (104) и (103) находим

равенства

а —

* д
(FJ* 1 Т*\ -°г —

г дг (V + *< )

1 6U*

£/� 1—а

г» г» *

1 dU*

г дг »

1

Л/>*-Т5Г. *•*-<>,

(106)

полученные ранее в работе [1631 в виде следствия из общего
решения уравнений теории упругости в форме Гродского [164].

Приведем еще некоторые эквивалентные формы основных

формул осесимметричной теории упругости (83), (84), (84'). Для этого

введем вместо независимой комплексной переменной £ = г + iz

новую комплексную переменную г = х + iy. Тогда основные

формулы (83), (84), (84') примут вид

2,1 (ш - Я/)-АФ (г)-2*1^+ ?(*), (107)

/r + (Z»-[o(2).+ 2yi^-T«]c-2^Jidjfi (108)

ЯГУ + iZ*- [ф(г) + 2уЦ& -V(z) \с + С (fe+1^aQ-D dy. (108')

где ф (z) = Р -f *Q и ^ (z) =г Л +iS — произвольные
^-аналитические функции от z = х + ЧЛ

В соответствии с замечанием 2 § И гл. 1 функция

Р(г) = -Х^^у*^-±Ф{г), (109)

как и функция ф (z), является ^-аналитической. Учитывая это,
основные формулы (107), (108), (108') можно записать следующим
образом:
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2ц(ш-iU) =(к+1)Ф(г) + 2х Ц®- + Tl(2), (110)

R* + iZ* = -\2x^- + V1(z)]c-2liijj±dy, (111)
С

^ + ^^-[2х-^+^(г)]с + 2^^+ 1^-Р^,(ПП
с

где Ф (г) = Р +iQ — та же функция, что и в (83), (84), (84'),

Чг (z) = Rx + iSt =г У (г) — 2х ^^- — 2у ^^~ Ф(г)
-произвольная х-аналитическая функция.

Как следствие из (ПО) можно записать равенства вида (см. [166])

2\ш =
дР*

дх 4£-«*+»*.
0 дР* . 3Q*

ду ду
'

(ПО')

где Р* и Q* — произвольные соответственно х- и

—гармонические функции от х и у.
В самом деле, из (110) находим

2|Ш (A + l)-§- + 2-g- + 4-5lt

Полагая 2Q = Q*, (£ + 1) Р + ~Rt = Р\

где Р -f /Q, #1 + 'Si — произвольные лг-аналитические функции,
получаем равенства (ПО'). При этом в силу (111) для компонент

тензора напряжений выполняются равенства

°.--&<^+ет-т£<^+ет-*&!¥. ,

1 а

°» ^ * дх

дР*
, dQ* I

,
Л +1 aQ

дх

%х»~~
дхду

(Р* + 0?)~

дх I • 2* дх

k+\ dQ*

(ПО")

2х ду
*

Разделив мнимые части левых и правых частей основных формул
осесимметричной теории упругости (107), (108), (108') на х, можно

записать их в виде

2ji(tt>- ш) = кФ*(г)-2уЩ^ + ¥»(*), (112)

386



С

R\ + i±Z*=^*{z) + 2y^-^(z)\c+yk
+ ll?-Ddy,

(113')
где Ф* (г), V* (г) — присоединенные ^-аналитические функции,
удовлетворяющие уравнению (замечание 2 § 11 гл. 1)

^- = ^(Г-Г). (114)

Основные формулы (107), (108), (108') можно записать также

в виде

2ц (w - ш) = (k +1) Ф* (2) + 1г -^^ +% (2), (115)

^ + i\z*=[^{z)-izd-^--%(z)\c-2}x^dy, (116)
С

R: + i±Z^[^(z)~iz^-Y2(z)]c + ^k+^-Ddy,
с

016')

где Yj (z) = Т* (z) + F* (z), Ф* (z) и У* (*) — те же функции, что

ив (112), (113), (113'), ¥2 (z) — присоединенная х-аналитическая

функция по отношению к функции

ад = т(г)-*^-*^-±Ф(г))
F* (z) — присоединенная ^-аналитическая функция по отношению

к функции F (г), определенной равенством (109) (см. замечание

2 § 11 гл. 1),

^w =iz^т -

Т
Ф* (г)' (109'>

Переходя от (112), (113), (113') к комплексно-сопряженным
равенствам, при помощи (109), (109') устанавливаем, что основные

формулы осесимметричной теории упругости можцо записать в

следующей эквивалентной форме:

2|i (w + iu) = 2 (- у + ikz) Ф; (г) + ЧГ, (z), (J j7)

R*-l±r= [2toO;(z)-ЧГ";(г)]с-2^ Jidy, (118)
с

/?;-tlz* = [2»хф; (г)-у; (z^ + j^
+ ^^^.aiy)
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где Ф, (z) = Р, + /Q, =
^
— произвольная ^-аналитическая

функция, Ч3 (z) = /?,-(- iSs и ¥4 (2) = /?4 + ^4 — произвольные
jc-аналитические функции, связанные друг с другом соотношениями

Vt(2)-Y(2)-2*F(*)f ¥,(*)= ¥(z) + 2F(z), (119)

Q= J-x^dx + Q^, (120)

Т7 (г) определяется равенством (109), ¥ (г) имеет тот же смысл,

это и в основных формулах (107), (108), (108'), Ф* (z), Wl (z),
¥4 (z) — присоединенные ^-аналитические функции,
соответствующие функциям фх (z), ¥8 (z), *F4 (z), т. е. получающиеся при
делении их мнимых частей на х.

Замечание /. Пусть область G в правой полуплоскости z =

= * + Ч/> являющаяся осевым сечением осесимметрично
деформируемого тела, в своей границе имеет отрезок L или л отдельных

отрезков L, Li, L2>..., Lrt-i мнимой оси. Тогда, поскольку U = хи и Z*

определяется вторым из равенств (85), на каждом из указанных
отрезков U = 0, Z* — 0 или в силу (107) и (108)

\vn[kV(z)-2y^+4(z))LL=Q, /- 1.2 я —1. (121)

1т[ф(2) + 2уЩ^-У(г)\^±=0, /—1.2 л —1. (122)

Из (122) находим

1ш(ф(2)" + 2у^--?(г))ь£ -с, с,, /—1.2 я—1. (122')

где с, clt с2, ..., сп_1 — постоянные, а из (121) и (122') —

/= 1,2, ..., n— 1.

(123)

При этом, не изменяя вектора смещения и напряжений, одну из

постоянных с, си с2, ...
, сп-\ можем считать равной нулю.

Установленные выше формулы осесимметричной теории
упругости составляют основу метода р-аналитических функций в

осесимметричной теории упругости. При помощи этих формул
краевые задачи о напряженном состоянии круговой симметрии
сводятся к вполне определенным краевым задачам ^-аналитических

функций от г « х + iy. Согласно результату, полученному в работе
11681, формула (107) остается справедливой для случая осесиммет-

ричных движений вязких жидкостей и при этом все искомые

величины выражаются через две ^-аналитические функции Ф (z) и V (z).
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Отметим, что если ввести дг-аналитические функции

такие, что
^3(2) = #8 + '*S8, *«<*>-*« + а.

-^(R* + iS3) = R3 + iS8=Vs(*)>

(124)

(124')

то из формул (117), (118), (118*) можно получить формы общего
решения уравнений осесимметричной теории упругости в

смещениях или в напряжениях, выраженные через две х-гармонические

или две —гармонические, или х- и —гармонические функции
от х, у, в том числе некоторые формы общего решения,
представляющие интерес с точки зрения численных методов математики.

Например, формулу (117) можно записать в виде

(117')
где Р и R9 — введенные выше дг-гармонические функции. Формула
(118') преобразуется к виду

,+

(118")

где Q и Rt — введенные выше — и дг-гармонические функции
от х, у.

Преобразование осесимметричного напряженного
~ состояния в плоское напряженное состояние

Формулы плоской теории упругости Колосова — Мусхелишвили
имеют вид

(125)

(126)

2ц (и0 + iv0)- ftp (г) - г &gL _ у (г),

где С имеет тот же смысл, что и в (107), (1,08), ы0 + iv0 — вектор
смещения плоского напряженного состояния, <р (г) и i|j (г) —
произвольные аналитические функции от г,

/?=J#„ds, Z = jz„ds,



Rn и Zn определяются равенствами (91), (92), но только для

плоского напряженного состояния. >

Чтобы в наиболее полной и простой форме провести аналогию

между осесимметричным и плоским напряженными состояниями и

преобразовать одно из них в другое20, формулы Колосова — Мус-
хелишвили после умножения обеих частей их равенств на —/

можно запирать в следующей очевидной форме:

2li(v0-iu0) = кщ(г)-2у:Щ& + *в(г), (127)

R + iZ-\ Фо(г) + 2у ^$— J0(z)]c, (128)

где <р0 (г) и %(z) — произвольные аналитические функции от г,

Фо (г) - - ftp (г), % (г) = - Ър (г) - iz^L . (129)

Как и в случае основного интегрального представления
^-аналитических функций (гл. 2, § 3), рассмотрим три вида областей G
в правой полуплоскости г = х + ЧЛ являющихся осевым сечением

осесимметричного деформируемого тела.

А. Пусть область G в своей границе имеет отрезок L мнимой
оси и в этой области дано плоское напряженное состояние с

характеристическими аналитическими функциями ф0 (г) и % (г),
удовлетворяющими условиям

hn<p0(z)|L=-0, lm%(z)\L = 0. (130)

Условия (130) в силу формул Колосова — Мусхелишвили (127),
(128) означают, что данное плоское напряженное состояние

симметрично относительно мнимой оси.

Введем ^-аналитические функции

Ф(г)=Р(Фо(г)), Ч(г)-Р(%(г))9 (131)
где Р (/ (г)) — оператор основного интегрального представления
(случай «а») при k да 1 (54) (гл. 2),

P(f(z)) = Re f f(Q—=S== +i\m [f(ok-z-^\ x

x, <. , (132)
Kfe-Qfc+O

C-6 + fc|. arg(x2-S2)U>6 = 0,

где z0
= x0 + iy0 — начальная точка контура интеграции Г,

лежащая на L (нефиксированная). Подставляя (131) в (107), (108),

20 Другой способ преобразования осесимметричных напряженных состояний
в плоские напряженные состояния указан Вебером [165] и А. Я. Александровым
[169, 170]. К этому же направлению относятся работы В. И. Моссаковского [1711
и М. Я. Беленького [172].
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получаем формулы вполне определенного осесимметричного
напряженного состояния в данной области G с характеристическими
^-аналитическими функциями ф (г) и W (г), определенными
равенствами (131),

2ц (w - iU) = kP (Фо (*)) -2у-^Р (Ф0 (г)) + Р (*,.(*)). О33)

Я* + Я*Цр(Фо(г)) + 2#А^
с

(134)
Если контур Г, который соединяет точку z0 = 0 + Wt лежащую
на L, с точкой z = х + iy9— прямолинейный горизонтальный
отрезок, то оператор Р (f (г)) принимает вид

х

Р (/ (*)) - 7(2) = и (х, у) + iv (х, у)=\[и (I, у) + й-v fay)}—
*

0 Ух*— 6»

(135)

f(z) = u(x,y) + iv(x, у),
а его обратный оператор записывается в виде [10, 11] (см. также

гл. 2, § 3)
X
^

Р-' (7И) - I (») - и (*, У) + to («■ У) -1-& I °^/Jf, +

о о

Учитывая (135) и (136), приходим к выводу, что для

соответствующих друг другу в области G плоского (127), (128) (при выполнении

условия (130)) и осесимметричного (133), (134) напряженных
состояний на горизонтальных прямых с начальными точками на отрезке
L мнимой оси справедливы равенства

w— iU = P (v0 — iu0), v0 — iu0 = P~l (w — iU), (137)

R* + iZ*=P(R + iZ)t R + iZ = p-l(R* + iZ*)t (138)

где P(f(z)) и P-1 (f (z)) —операторы (135) и (136).
Б. Пусть область G в своей границе имеет бесконечно удаленную

точку z0 = оо, достижимую изнутри вдоль контура Г, имеющего

при z — оо предельное положение касательной. Пусть в этой

области дано плоское напряженное состояние (127), (128) и при
г -> оо вдоль контура Г выполняются условия

Фо(*)> �о(*)вО(|гГ1~в). e = const>0- О39)
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Введем х-аналитические функции Ф (г) и ¥(z), определенные
равенствами (131) при условии, что Р (j (г)) — оператор основного

интегрального представления (случай «б») при k = 1 (54) (гл. 2, §3),
i

т \
XP(f(z)) = Re[f® ^__+nmf/(a(s-^i)

xiy *. , (140)

Ce6 + «l. arg(x2 —£%<& = —л.

Данному плоскому напряженному состоянию однозначно

соответствует осесимметричное напряженное состояние (133), (134), где

Р (/ (*))— оператор, определенный равенством (140). Вдоль
прямолинейных горизонтальных контуров, проходящих через
бесконечно удаленную точку (если такие имеются), выполняются

равенства (137), (138) при условии, что

РЦЩ = / W - «(*. У) + И*. У) -

х

/>-'(/(*)) - «(,, ,) + ЩХ, У) - | • 4-7Б-1W=f"+
00

оо

В. Пусть G — любая область правой полуплоскости z = jc +
+ 1уив этой области дано плоское напряженное состояние (137),
(138) такое, что при подходе к некоторой фиксированной точке

z0 = х0 + iy0 границы области G

Фо(*). %(z) = O(\z-z0р1+е), е = const>0. (143)

Введем ^-аналитические функции ф (z) и V (z), определенные
равенствами (131) при условии, что Р (/ (z))— оператор основного

интегрального представления (случай «в») при k = 1 (54) (гл. 2,
§ 3). Данному плоскому напряженному состоянию однозначно

соответствует осесимметричное напряженное состояние (133), (134)
с введенными характеристическими х-аналитическими функциями
ф (z) и ЧГ(г). Вдоль прямолинейного горизонтального отрезка,
лежащего в G, с начальной точкой z0 (если такой

имеется) выполняются равенства (137), (138) при условии, что
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при Х0 < X

Р if (г)) = / (г) = и(х, у) + iv (х, у) =
X

л dx

= jt"(Ь У) + &(i, У)]
Vx2_%i

. (144)

p-ljj(z)) = u{x,y) + iv(x,y) =

С u(|,y)jd| . • 2 1 d Г р&у)&% /j45)

и при x0> X

P(fW) =f(z) = U(X, У) + iV (X, y) =
X

I- v (I, y) + i\u (I y)\ ^ , (146)

/>-'(/(z)) = u(*,0) + ti/(*,#) =
x

__2_ 1 d С И1Я№ , t-
2 d С -u(S,y)g<% n47.-

я x dx J /|?-x»
"1"1 я <fc J (/fa~^

' l '

Заметим, что равенства (133), (134), как в случае «А», так и в

случаях «Б» и «В», можно рассматривать как интегральные
представления осесимметричного напряженного состояния через
аналитические функции ф0 (г) и г|)0 (г), следует только иметь в виду,
что под Р (f (г)) понимается оператор основного интегрального
представления при k= 1 соответственно в случаях «а», «б», «в»

(см. формулу (54) гл. 1). При помощи указанных интегральных

представлений, как видим, краевые задачи осесимметричной теории
упругости сводятся к задачам специального вида в классе

аналитических функций.

О решении задач

осесимметричной теории упругости

сведением к плоским задачам теории упругости

Задача о напряжённом состоянии круговой симметрии
пространственного слоя рассматривалась в ряде работ (например, [167,
173]). Покажем, что при помощи ^-аналитических функций или

формул (107) и (108) можно очень просто получить решение этой

задачи в виде1 квадратур.
Пусть у = р и у = — р (Р>0) — плоскости,

ограничивающие пространственный слой в системе цилиндрических координат
х, 6, у. Пусть заданные на этих плоскостях внешние усилия
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определяются равенствами
X

4| Rndx=R\{x),
0

\Rndx=Rl(x),
6

х ]

j *Zndx = Z\ (х) при # = ft
6 J
х 1

j xZndx = Z2 (*) при у = — ft
n

где R*u /?2, Zj, Z\ — заданные функции от х при 0 <! л

Пусть

(148)

(150)

/?1(A:) + tz1(x) = p-1(/?; + tz;r,

#2 W + iZ%(x) = Я"1 (Й + fZ5), (149)
где P~~x — оператор (136).

На основании доказанного выше данному напряженному
состоянию пространственного слоя соответствует плрское напряженное
состояние полуполосы

— Р < f/ < Р, х > 0 с характеристическими
аналитическими функциями q>0 (z) и \|>0 (z), мнимые части которых
при х = 0 равны нулю. В силу (134), (136) краевые условия для

определения функций ф0(z) и %(z) в полуполосе*>0, — р <У<г
< р принимают вид

\^о{г) + 2у^^-^м\= Ri(x)^iZx{^ У = Р,

[фо W + 2у -^-- фо WJ = Яа W + «. (*), у = - ft

Im ф0 (г) U=o = 0, Im % (г) U=0 = 0. (151)

Условия (151) в общем случае означают, что функции ф0 (z) и

г|?0 (z) аналитически продолжаются в область, симметричную с

областью G относительно мнимой оси, при этом вещественные части

функций ф0 (z) и % (z) — четные, а мнимые части — нечетные

функции от х. Следовательно, плоское напряженное состояние,,
соответствующее рассматриваемому напряженному состоянию

пространственного слоя, будет определено в целой полосе — Р < у <

< Р, причем, как этЬ видно из (150), R\f2 (х) будут четными, а

Zi,2 (х) — нечетными функциями от х. С физической точки зрения
это означает, что данная полоса |#|<Р, — оо <; х < оо на

прямых у = ± р подвержена воздействию внешних усилий,
симметричных относительно мнимой оси.

Для решения задачи о плоском напряженном состоянии можно

воспользоваться функцией напряжений Эри % (х, у), которая
характеризуется равенствами

■£■+'-!-■-'(ч>*« + ^-^—*.«). (152)

AX = 4Re-^2-, (153)
ДДХ-0. (154)
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Краевые условия для определения функции % в силу (152) и (150)
имеют вид

(-жг +'w]T ='lRi (х) ± iZi {х)] при у *р>

[-w + i w]T ='I/?2 w ± iZ*{х)] при ^ = ~р' J
(155)

ах
Отсюда, в частности, видно, что

-^
нечетная функция' от

ху и, следовательно, % (х, у), как функция от х, будет четной.

Ищем теперь функцию напряжений % (х, у) в предположении,
что она представима интегралом Фурье

X (х, у) = у -^ J X (а, у) cos a*da, (156)
л

где

Х(а, */) = YlT i Х(р' #)cosaPdP> <156')
о

допускающим четырехкратное дифференцирование по х и у под
знаком интеграла. Подставляя (156) в двумерное бигармоническое
уравнение (154), получаем для х (<*, У) обыкновенное
дифференциальное уравнение

-gL-2a*^p- + a<X = 0. (157)

Общее решение этого дифференциального уравнения находим в виде

X (а, у) = At sh ay + А2 ch ay + у (A, sh ay + Л4 ch ay), (158)

где Au Аъ Л3, Л4 — неопределенные постоянные интегрирования.

Из (156), (152), (128), учитывая, что
-^— =0, получаем

дх̂̂ ^-Z(x9y)=Y^^-X{a,y)asinaxda9
о

о

где Z (х, у) и R (х9 у) определяются равенствами

(159)

R (х, У) = J ДЖ Z (л:, й = [ Znd*. _

о о

) с интегралом Фурье для нечетных

f(x) = — f sinourda f /(p)sinapdp,

Сравнивая (159) с интегралом Фурье для нечетных функций
2
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приходим к выводу, что

Х(а, у) = — У — J Z(p, #) sin арф,
о

(160)

откуда, введя обозначения для трансформаций Фурье
оо оо

}(а) =у ±j /(p)sinapdp, /'(a) = |Л|-j" _^М-sin apdp,

(161)

получаем систему линейных алгебраических уравнений для

определения Л1( Ла, Ая, Л4

Л! shop + ЛяспаР + Л^пар + Л^спсф = — Z,(a),

— Л! shop* + ЛасЬаР + /4,pshap — Л^рсЬар = -£-Z2(a),
Л4а ch аР + Лаа sh ар + Л8 (sh ар -+- ар ch ар) +

+ Л4 (ch ар + ар sh ар) = — -J- #, (а),

Л^сЬар — Лааз11аР — Л, (sh ар + аР ch аР) +

+ Л4 (ch ар + аР sh оф) = — ■— #2 (а).

Из этой системы легко находим

А = -^- HR'i + &) Р ch ap + (Z, - Za) (ch ар + ар sh ар)],

Лг = ^- [(#,' - Яг) р sh ар + (Z, + Zs) (sh аР + ар ch аР)1,

L (162)

Л3 = -

4,- —

1

Yx(a)

1

7(a)

№ — R2) ch ар + (Zt + Z2) a sh ар],

K#i + &) sh аР + (Zj — Za) a ch ар],

} (163)

где y (а) = 2(sh2aP — 2aP), Vi (a) = a (sh2ap +2ap). Подставляя

(163) в (158), получаем выражение для функции % (а, у), в явном

виде. Отметим, что если

^,^.,Zlt ZacL(0,oo),rfx dx (164)



то на основании свойств трансформации Фурье [173, 174] R\, R2,

%ь Z2 = о (а) при а-^оои, следовательно, как это видно из (163),

при а -^ оо Alt А2, А3, АА — о (е-**) и % (а, у) = о (e-«<0-*>).
Равенства (152) и (153) принимают вид

г- оо

™ V ТГ I \— *(а> у) а sinах + ' '"$'У) cos «*]da- (152')
О

^ ^

4Re^=/X[[_X(a^)«»+-i%iL|cosaJcda. (153')
О

1 '

Восстанавливая аналитическую функцию по ее вещественной части

(см., например, [175, стр. 1911), из (152') получаем

^-^[Н'^'+^^Ц-*-^-*
дфо(г)

(165)
Где с — вещественная постоянная,

--iTB-fH^^+^-L*- (165')

Чисто мнимая постоянная в равенстве (165) не прибавляется, так

как

Ьп-йьШ =0.
^ U-0

Функция ф0 (г) определяется интегрированием:

О

где v — произвольная вещественная постоянная (мнимая
постоянная интегрирования равна нулю, так как Im <р0 (z)\x==0 = 0).
Функция г|з0 (г) определяется из (152) в явном виде с точностью до

слагаемого сг:
'

ф0 (2) = ]/-|- f Г— dX(da,y) cos ах + it (ее, у) a since*] da +
о

+ Ъ(г) + 2у^1. (167)

Теперь по формулам (131), (135) через <р0 (z) и % (г)
определяются характеристические ^-аналитические функции ф (г) и ¥ (г)
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(С точностью до слагаемого -^- у). Подставляя ф (г) и Y (г) б

основные формулы (107), (108), получаем искомое решение задачи
об осесимметричном напряженном состоянии пространственного
слоя. При этом постоянную интегрирования у в равенстве (166)
можно считать равной нулю, так как изменение ее в силу формул
(107), (108) соответствует жесткому смещению пространственного
слоя в направлении оси у и на распределение напряжений не влияет.

Точно таким же способом в работе автора и А. А. Капшивого
[176] весьма просто получены решения осесимметричных задач для
конечного сплошного цилиндра, когда на его торцах заданы
нормальные смещения и касательные напряжения, а на боковой
поверхности выполняется одно из условий: а) заданы нормальные и

касательные напряжения, б) заданы нормальные и касательные

смещения, в) заданы нормальные смещения и касательные напряжения,

г) заданы нормальные напряжения и касательные смещения.

Характерно, что при решении этих задач достаточно пользоваться

разложениями в ряды только по тригонометрическим функциям
кратного аргумента и лишь в конце при переходе от плоского

напряженного состояния к осесимметричному напряженному состоянию

при помощи оператора Р (/) появляются функции Бесселя.
Окончательный результат получается в виде рядов Шлемильха, т. е.

по функциям Бесселя кратного аргумента.
В работе А. А. Капшивого [97] получены в квадратурах

решения смешанных задач осесимметричной теории для

пространственного слоя с цилиндрической полостью, когда на торцевых
плоскостях заданы нормальные смещения и касательные напряжения,
а на цилиндрической поверхности выполняется одно из указанных

выше условий. В работе [177], исходя из формул (107), (108), без

перехода к плоскому напряженному состоянию в рядах решены

смешанные задачи для конечного полого цилиндра, когда на его

Горцах заданы нормальные смещения и касательные напряжения,
а на боковых поверхностях выполняется одно из указанных выше

условий. Так же решены первая (когда на границе задаются

усилия) и вторая (когда на границе задаются смещения) основные
задачи осесимметричной теории упругости для бесконечно длинного

полого цилиндра.

Применение интеграла типа Коши

^-аналитических функций к задачам

осесимметричной теории упругости

Интегральные уравнения являются эффективным средством
исследования вопросов существования и единственности решений
задач математической физики и все больше и больше используются
для получения решений с доведением результатов до числа [178].
Весьма показательна в этом отношении плоская теория упругости,
где при Помощи интеграла типа Коши аналитических функций со-
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ставлены и изучены интегральнее уравнения всех основных

краевых задач. Однако этого совсем нельзя сказать об осесимметричной
теории упругости. Попытка составления интегральных уравнений
первой (когда на границе тела заданы усилия) и второй (когда на

границе тела заданы смещения) основных задач теории упругости
была сделана Д. И. Шерманом [179]. Однако полученные им при
помощи методов теории потенциала интегральные уравнения
оказались очень сложными. ч

Первая попытка применения интеграла типа Коши обобщенных
аналитических функций при решении задач осесимметричной теории'
упругости и составлении соответствующих интегральных уравнений
сделана автором совместно с В. С. Чемерисом. В работах [180,
181] при решении основной задачи осесимметричной теории
упругости для контурных значений характеристической ^-аналитической

функции ф (z) получены сингулярные интегральные уравнения
первого и второго рода. Через контурные значения ф(г) при
помощи интеграла типа Коши дг-аналитических функций в точках

рассматриваемой области восстанавливаются сама функция ф (z) и

функция Y (z), а при помощи ф (z) и *Р (z) по основным формулам
fl07) и (108) находятся все элементы осесимметричного
напряженного состояния. Позднее, в работах В. С. Чемериса [182, 183],
указанное сингулярное интегральное уравнение первого рода было

сведено к интегральному уравнению Фредгольма второго рода,
Остановимся на этом вопросе подробнее.
В случае р-аналитических функций с характеристикой р = х

правильные сопряженные ядра, как показано в гл. 1, § 4, можно

построить в явном виде. Правильное фундаментальное решение
определяется равенством

-где 1=1 + ir\, *

рал первого рода

с модулем

Правильное сопряженное ядро Q (£, z) определяется равенством

(143'") гл. 1, сопряженное с ним ядро Q (£, z) =f (£, z) +
+ //7 (£, z) — по формулам (124), (125) гл. 1.

-Решение второй основной задачи осесимметричной теории
упругости в области Ь, ограниченной гладким контуром С в правой
полуплоскости z = х + iy9 будем называть регулярным, если #-анали-

Г(С,г) = --^/((х), (168)

= х + iy> К (к) — полный эллиптический интег-

*(x)-j У1-1тЧ (168')
о

х =
2Уус

^^ (168„}
V(t + x)*+(r\-yf
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тические функции ф (z), У*' и V (z), соответствующие этому

решению (формулы (107), (108)), непрерывно продолжимы изнутри
на контур С. Считая, что регулярное решение второй основной

задачи существует, исключим в формуле (107) функцию ¥ (г). Для
этого поставим над обеими частями равенства (107) знак

комплексного сопряжения. Затем от обеих частей полученного равенства
возьмем оператор интеграла типа Коши х-аналитических функций,
считая, что точка z = х + iy лежит вне замкнутой области D + С.
Таким образом,

-JL-
j \kP - 2т] -JJ- - 2|ш>] d& (£, г) +

+ /[-ftQ-2r,^--2(ii/]dQ(£,z) = 0, (169)

где £ = I + it\ а С, Р = Р (g,rj), Q = Q (g, л)- Переходя к

пределу в равенстве (169) при z = х + iy -> £0 = %0+ щ0а С, по

формулам Сохоцкого для интеграла типа Коши х-аналитических

функций получаем

- 2|ш>] dQ (£, С„) +* [- kQ- 2л -^- - 2ц£/] dQ (£, Со) = 0. (170)

Учитывая непрерывную продолжительность
'

^
на С и х-анали-

тичность ядер dQ (£, г) и dQ (£, г), записываем тождество

-^L dQ (£, Со) +; *- dQ (£, So) - -%^ ЛЯ +1 —f^- dQ,

где Р = Р (£, л), Q = Q (I, л), С = 6+'лс=С,Са = Б6 + "Ь с
cz С. При помощи этого тождества из (170) для контурных значений

Р = Р (£, т]) и Q = Q (£, т|) получаем сингулярное интегральное
уравнение первого рода

-HQdj^-Tb) ^Ц ] = - 4-В(Со). (171)

где В (£,,) —заданная функция от So ='io + ")о>

В (W = f* !»<&)■+ »'t/О - -£- j w (£) ^ (С, Ы + Й/О dQ (J, Jo).

(171')

400



Обозначая первый интеграл левой части равенства (171) через А
и используя обобщения формул Сохоцкого на интеграл типа Коши
^-аналитических функций с характеристикой р = х, находим

с

где Р (10) = Р (|0> Ло), Q (£0) = Q (£„, т,0), Р (О = Р (I, т,), Q (Q =
— Q (I. Л)- Подставляя выражение для А в (171), получаем

-iQiQd^H^Q + lin-r^) ^Ы |--1-В(Ц. (172)

Равенство (172) представляет собой искомое интегральное урав-
•нение Фредгольма второго рода второй основной задачи

осесимметричной теории упругости относительно

неизвестной функции

Ф (W - Р (Со) - 'Q (Со), Со = £о + «Ло с= С.

Предполагая единственность регулярного

решение этой задачи, можно показать, что

единственными фундаментальными функциями
интегрального уравнения (172) (т. е.

решениями уравнения_( 172) при В (С) = 0) являются Рис 56

ф(Со)—1 иФ(С0) = /11831.
В работе В. С. Чемериса [1841 основное интегральное уравнение

(172) применено при решении одного численного примера —

второй основной задачи для конечного полого цилиндра со

скругленными углами. Высота цилиндра а = 3,25, внутренний радиус
R0 = 1,38, внешний радиус R = 4,63, кривая С,
аппроксимирующая осевое сечение цилиндра (рис. 66), бралась в виде

х = х (t) = 3 + 1.3 (cos t — sin t) + 0,151722 (cos 3/ + sin 3/),
у = у (t) = 1,3 (cos t + sin 0 + 0,151722 (cos 3/ — sin 3/),

0<*<2л.

Интегральное уравнение (172) решалось численно на электронной
вычислительной машине. Затем численно находились все элементы

напряженного состояния в отдельных точках. При этом оказалось,

что полная относительная погрешность [185] в определении
напряжений и смещений составляла 0,5—2,8%.

Приведенные здесь результаты получили дальнейшее развитие,
и в частности распространение на случай первой основной задачи

осесимметричной теории упругости "(когда на поверхности тела

заданы усилия), в работах [105, 186—189]. В работах [105, 186, 187]
вместо основных формул осесимметричной теории упругости (107),
(108') используются эквивалентные им формулы (115), (116') (при

|у
1
Ш

■т

■—^И1^'

©

X
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других обозначениях координат и упругих постоянных), а! вместо

интеграла типа Коши для дг-аналитических функций (гл. 1, § 4) —
его видоизменение на случай обобщенных аналитических функций
четвертого класса, получающихся из дг-аналитических функций
при делении их мнимых частей на х [190].

§ 5. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ

ОСЕСЙММЕТРИЧНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ ЦИЛИНДРА И ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ

Покажем 1110], что рассматривавшиеся ранее с точки зрения
различных методов основные задачи осесймметричной теории
упругости для цилиндрических областей [167, 1731 и параболоида
вращения [191] можно сравнительно просто решить при помощи
метода р-аналитических функций.

Рассмотрим решение первой и второй основных задач

осесймметричной теории упругости в декартовых координатах.
•

1. В полосе D (0 < х < xlt — оо < у «< оо) найти дг-аналити-
ческие функции ф (z) и Ч?г.(г) с мнимыми частями, равными нулю
при х = 0, удовлетворяющие при х = хг краевому условию

(к + 1) Ф (z) + 2х ™£L + % (г) = Ф (у) + ty (у), (173)

— оо<#<оо,

где ф (у) и \|> (у) -г- заданные функции от у (— оо < у < оо).
Поставленная задача в силу (ПО) эквивалентна второй

основной задаче осесймметричной теории упругости для цилиндра
радиуса хг. Берем искомую функцию ф (г) в виде правой части равенства
(368) гл. 2, функцию *! (г) — в виде правой части этого же

равенства, заменяя А (г), В (г) величинами Л* (г), В *(г) (при v = 0).
Рассматривая при таком выборе функций ф (2) и Vx (z) краевое
условие (173), при у > 0 и у <; оо получаем систему четырех
линейных алгебраических уравнений (при обозначениях (373) гл. 2)

l(k+l)I0(rxi) +

+ ЪгхМгхф А (г) + 10(гхОА*(г) = с[ф(у)
+

ф(-"у)],
[(*+1)/0 (/*,) +

+ 2rVi\гхх)\ В (г) + /0 (rxj В* (r)=S [
ф (у) ~ ф {~ у)

],
[_(* +1)х1/|(гдг|) +

+ 2гх\1,{гх,)\ В (г) + Vi (rxt) В* (Г) = С\ m±gtJL],
[(k + ^xJtirxd-

- 2rx\l,(rxt)) А (г) - XiIt (rxt) Л*(r) = S[
�

<0-?<-й].

(174)
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Решая эту систему относительно А (г), В {г), А*(г), В*(г),
находим функции ф (г) и Wx (z) в явном виде.

Г. В области Н (х0 < х < оо, — оо <у < оо) найти
^-аналитические функции ф (z) и Vx (z), удовлетворяющие при дг = х0
краевому условию (173) с заменой <р (у) и ур (у) величинами ф0 (у)
и %(у).

Эта задача эквивалентна второй основной задаче осесимметрич-
нон теории упругости для пространства с цилиндрической полостью

радиуса х0. Берем ф (z) в виде правой части равенства (369) гл. 2,
^i (г) — в виде правой части этого же равенства, заменяя С (г)
и D (г) величинами С* (г) и D* (г) (при v = 0). Из краевого условия
(173) при х = х0 и правой части ф0 (у) + t% (у) получаем систему
четырех линейных алгебраических уравнений

l(k+l)K0(rx0)-

- 2гх0К{ (гх0)] С(г) + К0 (гх0) С* (г) = С Фо(У) + Фо(-~!/)
2

g| Фо(У) — Фо(—У)

(у)-~%(-у)

(175)

l(k+l)K0(rx0)-
- 2rx,Kx (rx0)\ D (г) + К0 (rx0) D* (г)

[(Л +\)xQKt(rx0) —

- 2rx\KQ(rx0)] D(г) -x0Kx (rx0) D*(г) = c[*w
+ *(-fl

],
[-(*+l)*o*i('*o) +

+ 2r^/C (rx0)] С (г) + V(, (r*0) C* (r) = S [.Л
Решая эту систему уравнений относительно С (г), D (г), С* (г),
D* (г), находим функции ф (z) и Ч^ (г) в явном виде.

Г. В полосе D* (*0 < х < хь
— оо < у < оо) найти х-ана-

литические функции ф (г) и Wx (г), удовлетворяющие краевому
условию (173) и при х = х0

—

краевому условию (173) с заменой

Ф (У)у У (У) величинами ф0 (у), % (у).
Эта задача эквивалентна второй основной задаче осесимметрич-

ной теории упругости для полого цилиндра с внутренним радиусом
х0 и внешним радиусом xv Берем ф (z) в виде суммы правых частей

равенств (368), (369) гл. 2, функцию Ч\ (z)—в виде этой же суммы,
заменяя А (г), В (г), С (г), D (г) величинами А* (г), В* (г), С* (г),
D* (г) (при v = 0). Из краевых условий задачи находим.систему
восьми линейных алгебраических уравнений. Первые четыре
уравнения этой системы получаются из равенств (174) добавлением в их

левых частях соответственно левых частей равенств (175) при
замене хь величиной ^остальные — из равенств (175) добавлением в их

левых частях соответственно левых частей равенств (174) при замене

хг велиЛной х0. Решая эту систему уравнений относительно А (г),
В (г), С (г), D (г), А* (г), В* (г), С* (г), D* (г), получаем искомые

функции ф (z) и Ч^ (г) в явном виде.

26* 403



2. В полосе О (0 •< х <z хи
— оо •< у < оо) найти дг-аналити-

ческие функции ф (г) и Ч^ (г) с мнимыми частями, равными нулю
на мнимой оси, удовлетворяющие при х = хх краевому условию

ду 2xJ*£L + Vi{z) 1 +

+ (k+i) ■£%&- = vW + Wy)- (176)

Эта задача эквивалентна первой основной задаче осесимметрич-
ной теории упругости для цилиндра радиуса хг. Берем ф (z) в виде

правой части равенства (368) гл. 2, Ч^ (г) — в виде правой части

этого же равенства, заменяя А (г), В (г) величинами Л* (г), В* (г)
(при v = 0). При краевом условии (176) приходим к системе

четырех линейных алгебраических уравнений

-1\(гх,){2х^ + ^±±^В(г)~
-r/e(rxjB*(r)-c[^^bl!L]t
/1(г^1)(2х1г2 + Ш)Л(г) +
+ г/;(гхй)Л*(г)-з[ *И7Н ]>

-2 (гдг4)2 /0 (rxj Л (г) + rxJt (rxt) А* (г) =

^СГ Ч>(у) + Ч>(-у) 1

-2 (г*,)2 /0 («J В (г) - rVi («J 5* (г) =

= 5[ �(у)-^(-у)

(177)

Решая эту систему уравнений относительно А (г), В (г), Л* (г),
В* (г), получаем искомые функции ф (z) и Ч^ (z) в явном виде.

2\ В области Н (х0 <С х < оо,
— оо' < # < оо) найти х-анали-

тические функции ф (z) и %_ (z), удовлетворяющие при х f= jc0
краевому условию (176), заменяя ср (у) и ty (у) величинами ф0 (у)
и Ч)0(#).

Эта задача эквивалентна первой основной задаче осесимметрич-
ной теории упругости для пространства с цилиндрической полостью

радиуса х0. Берем функцию ф (z) в виде правой части равенства
(369) гл. 2, функцию Vj, (z) — в виде правой части этого же

равенства, заменяя С (г) и D (г) величинами С* (г) и D* (г) (при
v = 0). Из краевого условия (176) при х = х0 и правой части
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Фо iy) + *%(У) находим систему четырех линейных алгебраических
уравнений

KArx0)(2x^+-^^D(r)-
-rK.{rxjD*(r)-c[*w

+

*l-»[
•- Кк(гх0) (2хУ +' -Ш-) С (г) +

+ гК0(гх0)С*(г) - S[
^"^^

] •

2(rx0)2K0(rx0)C(r)-

■r^^rxijC*(r)»c[»W+2^^]j
-2(r*0)2/(0(r*0)D(r) +

+ rx(/C1(rjr0)D*(r) = s|"5 | ^о(У)~^o(— y)

(J 78)

Решая эту систему уравнений, получаем ф (z) и Wx (z) в явном виде.

2". В полосе D*(x0 <x<xv — оо <у< оо) найти
^-аналитические функции ф (z) и Тх (z), удовлетворяющие при х = хг
краевому условию (176) и при х == х0 краевому условию (176), если

заменить ф (у) и яр (у) величинами ср0 (у) и % (у).
Эта задача эквивалентна первой основной задаче осесимметрич-

ной теории упругости для полого цилиндра с внутренним
радиусом х0 и внешним радиусом хг. Берем функцию ф (z) в виде суммы
правых частей равенств (368), (369) гл. 2, функцию W1 (z) — в виде

этой же суммы, заменяя А (г), В (г), С (г), D (г) величинами А* (г),
В* (г), С* (г), Ь* (г) (при v = 0). При краевых условиях задачи

приходим к системе восьми линейных алгебраических уравнений.
Первые четыре уравнения этой системы получаются из равенств
(177) добавлением в их левых частях соответственно левых частей

равенств (178) при замене х0 величиной хъ остальные — из

равенств (178) добавлением в их левых частйх соответственно левых

частей равенств (177) при замене хх величиной х0. Решая эту систему
относительно А (г), В (г), С (г), D (г), Л* (г), В* (г), С* (г), D* (г),
получаем искомые функции ф (z) и }¥1 (z) в явном виде.

Применим основные формулы осесимметричной теории
упругости в форме (117), (118), (118') к осесимметричным задачам теории

упругости в параболических координатах |, г\ (гл. 2, § 7).
3. В области Т (0 < £ < оо, 0 < г\ < т^) найти х-аналитиче-

ские функции'Фх (z) и Ws (z) с мнимыми частями, равными нулю
при х =4), удовлетворяющие при г) = т^ краевому условию

2<—(* + 1)У + tkx)6[(z) + Ч^з(г) = ф(6) + /фО, 0<К оо,

(179)
где ф (£) и if (£) — заданные функции от g.
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Эта задача в силу (117) эквивалентна второй основной задаче

осесимметричной теории упругости для параболоида вращения с

образующей полупараболой tj = Чъ О < £ < <». В соответствии

с интегральным представлением (380) гл. 2 при v = 0 берем
искомую функцию ф| (z) в виде

оо

ФГ(г).= | [/„(ГЦ) J0 (rf) - t/jИ) Л(г|)1 Л (г) гаг, (180)
О

функцию Уз (г)—в виде (180), заменяя А (г) величиной А* (г).
Полагая

a=\U{ry\x)A(r)J,(rl)rdry
о

о

краевое условие (179) можем записать в виде

.оо

Jl-(*+ 1) лМ(г) + A*(r)]I0(rm1)J0(rl)rdr+ (k + 1)?а +
о

+ 2^Ь = ф (I),
ОО

f - !-(*+!) лМ (г)+А*(г)\ /, (гЛ1)Л (rS)rdr-(* + l)?b +

+ 2*^0 = ^(1).

Замечая, что

£а = - J 4" <7« <rTh) Л ('» yi <rS) "*'•
О

оо

Ра = - j 4- 4" [г 4"(/»^ Л НУ» (г*>rdr'
о

О

оо

$ь=-14[4 4- <7i <r4i)л <г>л) I а <^ rdr>

(181)

(182)

} (181')

1 (181")

приходим к системе двух линейных дифференциальных уравнений
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I-(k + l)i$A(r) + A*(r)]/,(пц) -(* + 1)-1- X

+ 2ftih -у 4r (Л Hi) Л (r) r) = ф (r),

-[-(* + 1) лМ (r) + Л* (r)] /t (rih) +

+ <*+!)-£ 7 4-««("h)^W')j-

(183)

- 2*Tt -£- (/, Их) Л (г)) = ф (г),

где ф (г) и ф (г) — трансформации Ханкеля функций ф (£) и -ф (|)

по переменной \ при v = 0 и v = 1, q> (г) = %о 1<Р (Б)1, Ф W =

= 5сг [я|? (g)[. Из этой системы получаем

<MWL /M"h) /iW\ * + 11_
dr P1^^) /0(пц)/ г J-

eJ^ + _*M (184)

Отсюда, учитывая условия (380') гл. 2, находим А (г) при помощи
одной квадратуры. Определяя А* (г) из (183) при помощи

дифференцирований, получаем функции ф! (z) и Wl (z) в явном виде.

Через эти функции в соответствии с (109), (119), (120) при помощи

квадратур определяются функции ¥4 (z) и Q. По формулам
(117), (118) или (117), (118) находятся все элементы напряженного
состояния.

3'. В областиS(0<£<oo,tj0<Ct) <оо) найти ^-аналитические

функции фх (z) и ¥3 (z) с мнимыми частями, равными нулю при х =0,
удовлетворяющие при tj = Ло краевому условию (179), если

заменить ф (£) и t|> (I) величинами q>0 (£) и г|)0 (£).
Эта задача эквивалентна второй основной задаче осесиммет-

ричной теории упругости для внешности параболоида вращения с

образующей полупараболой т) = tj0, 0 < £ <оо. В соответствии с

интегральным представлением (381) гл. 2 при v = 0 берем искомую
функцию Ф] (z) в виде

оо

Ф\ (2) = J £/С0 (гт,) J0 (rg) + iKt И) Jг (г%)\ В (г) rdr, (185)
о

функцию % (г) —в виде правой части равенства (185), заменяя

В (г) величиной В* (г). Вводя обозначения
оо оо

<* = J *о (По) J. СВ В (г) rtfr, р = J ^ (гт^ (г© В (г) rdr (186)
о о
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и замечая, что

£а = - J ЧГ <К° И») В (г)) У, (r£) rdr,
6
оо

12а=--^-Т-1г\г-1Г^о(гЦо)В(г))]^(г1)гс1г,
о

оо

о

оо

(186')

(186") ,

из краевого условия (179) при т) = ti0 и правой части <р0 (|) +
+ 'Фо (5) получаем систему двух дифференциальных уравнений
второго порядка

I- (k + 1) к&В (г) + В* (г)} К0 (гло) - 2*Tio\ 4f <*i (^о) В (г) г)-

(*+от4-[г-зг(*о(пь>в(г» = 90(0.

f- (k + 1) i££ (г) + 5* (г)] /f! (гц,) r 2Arti0 -£ (/(„ (rrj0) В (г)) -

-^ + ^w[tw <*i <гть) fi (О о] = $,(/").

(187)
где ф0 {г) = Хо 1фо(1)1. % (Г) = Xi l^o (1)1- Из этой системы

находим

dB(r)
dr

9« / *оИо) *i("lo> \ *+1 1_

Фо С)
_

<Ро (')

Ко ('Ло) а:, и0)
•

(188)

Отсюда, учитывая условия (38Г) гл. 2, находим б (г) при помощи

одной квадратуры. Определив В* (г) из (187) при помощи

дифференцирований, получаем искомые функции ф\ (z) и Wl (z) в

явном виде.

3". В области Т * (0 < g < оо, Ло < Л < ^i) найти дг-аналити-
ческие функции фх (z) и ^Fg (z) с мнимыми частями, равными нулю,
при х = О, удовлетворяющие при 11=11! краевому условию (179)
и при т] =г]0— краевому условию (179), если заменить <р(£) и о|)(|)
величинами ф0 (£) и г|э0 (£).
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Эта задача эквивалентна второй основной задаче
осесимметричной теории упругости для параболического слоя с образующими
полупараболами rj = г)ь 0 < g < оо, и т]

= т)0, 0 < £< оо.

Берем функцию Ф[ (z) в виде суммы правых частей равенств

(180) и (185), функцию ¥3 (z) — в виде этой же суммы, заменяя

А (г) и В (г) величинами А* (г) и В* (г). Делая такие же выкладки,

как и в предыдущих случаях, приходим к системе четырех
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений второго порядка
с неизвестными функциями А (г), В (г), Л* (г), В* (г). Первые два

уравнения этой системы получаются из равенств (183) добавлением
в их левых частях соответственно левых частей равенств (187) при
замене т|0 величиной т)ь остальные — из равенств (187) добавлением
в их левых частях соответственно левых частей равенств (184) при
замене т^ величиной г\0. Таким образом, решение поставленной
задачи сводится к решению указанной системы четырех линейных

дифференциальных уравнений второго порядка с неизвестными

функциями А (г), А* (г) и В (г), В* (г), удовлетворяющими
соответственно условиям (380'), (381') гл. 2.

4. В области Т (0<£<оо, 0<t]<tj1) найти ^-аналитические

функции Фх (z) и ¥4 (z) с мнимыми частями, равными нулю при
х = 0, удовлетворяющие при rj = г\г краевому условию

2ixo\(z)-WUz) + (k + l)^ jrdy =
о

= Ф (I) + *� (I), 0 < g < со, (189)

где Q определяется равенствами (120) гл, 2, ср (£) и г|> (£) —

заданные функции от £ (0 < |< оо).
Эта задача в силу (118') эквивалентна первой основной задаче

осесимметричной теории упругости для параболоида вращения с

образующей полупараболой т) = гц, 0 < g < оо. Значение ReYj (z)
в (118') в точке 5 = 0, т) == т)! принято равным нулю, так как

изменение этой величины в силу (109'), (117) соответствует жесткому
смещению тела в направлении оси */. Берем Фг (z) в виде правой
части равенства (180), функцию ХРА (z) — в виде правой части

равенства (180), заменяя А (г) величиной Л* (г). Определяя Рг и

Qx из (180) и подставляя их значения в (120), после интегрирования

получаем
оо

Q - $ I- Ла'о И) Уг (Ф + л/г И) gV.№ А (г) dr,
0

или в силу равенства J0 (х) + У2 (*) = 2xrxJx (х)
оо

Q = $ {[- т,»/0 (гП) + 2ЦГ-1!, (гц)) У, (г£) - Л/, И) £V0 (/-&)} Л (г) dr.

(190)
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Последнее слагаемое в левой части равенства (189) можно записать

в виде

Л - (ft + 1) J {[- /0 (ггц) +-±- 1г (лц)
о

r-*A(r) +

+ "7^ ТГ (7i Hi) 4- ^ (г))} Л (г?) "fr. (191)

Исходя из краевых условий (189) и учитывая (181), (18Г),
(181") и (191), для определения А (г) и Л* (г) получаем систему
двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка

*

+ .(ft + 1) JL ^- (/, (r^-L А (г)) - /0 (г%) А* (г) +

+ (ft + -1) [_ /0 (ГП1) + -т|- Л Их)]^ Л (г) = $ (г),

_ 2th 4" (/о Hi) А (г)) + 1г (пц) Л* (г) = ф (г),

(192)

где ф (г) = Хо 1ф (£)Ь Ф (г) = Xi ty ©1- Из этой системы получаем

**(') \*п /ЛHi) /оЫ\ , fe+l /iHiM ^Л> 1 fo
* l^l'oHi) /iHi)/"*" 'Ч /о Hi) J /oHi) ^/iHi)

'

(193)
Отсюда, учитывая условия (380') гл. 2, находим Л (г) при помощи

одной квадратуры. Из (192) А* (г) определяется при помощи

дифференцирований, функции Ф\ (г) и ^4 (г) находятся в явном

виде. По формулам (119), (109) определяется 'функция ¥3 (*)•
По формулам (117), (118) или (117), (118') находятся вое

элементы напряженного состояния.

4'. В области 5 (0 < £ < оо, т|0 <; т| < оо) найти

^-аналитические функции Фг (г) и ХР4 (z) с мнимыми частями, равными нулю
при х = 0, удовлетворяющие при т) = т)0 краевому условию (189),
если заменить <р (Q и г|? (£) величинами ф0 (£) и г|>0 (£).

Эта задача эквивалентна первой основной задаче осесимметрич-
ной теории упругости для внешности параболоида вращения с

образующей полупараболой т) = т)0, 0 < g <; с». Берем Я>1 (z) в

виде правой части равенства (185), Wl (z) — в виде правой части

равенства (185), заменяя В (г) величиной В* (г). По формуле (120)
находим

оо

Q = [ {[- ПгК0 (гц) - 2ir-% И)] lJt (r©+
0

+ 4^iИ)?/,(г©} В(r)dr. (194)
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Последнее слагаемое левой части равенства (189) при г\ = т)0
получаем в виде

со

о ,

+ -JL кл Ио)V, (гб)}в И *• <195>

Исходя из краевого условия задачи и учитывая (186), (186'), (186"),
приходим к системе двух линейных дифференциальных уравнений
первого порядка t

-2r]9±±(K1(rr]o)B(r)r)-
- J^w(Kirik)-r B'(r)) -Ke(rr\0)B*(r)-

- (A + 1) [ /Co (rtlo) + "7^- ^i Ио) J r~2B (r) = Фо (r), j
- 2т)в 4 (Ke (rr]0) 5 (r)) - *! (H|o)-B* (г) =ф0 (r),

где ф0 (г), яр0 (г) — те же функции, что и ранее. Из (196) находим

dB
* L л°\*оИ0) ^iH)/ 'Ч tf.Ht) J"

=
ФоИ *М')

(197)

Отсюда, учитывая условия (38Г) гл. 2, и из (196) находим В (г)
и В* (г) при помощи одной квадратуры и дифференцирований,
функции ф* (г) и ¥4 (г) определяются в явном виде.

4". В области Г* (0 < g <оо, т)0 < т] <; т)х) найти
^-аналитические функции фх (z) и У4 (г) с мнимыми частями, равными нулю
при х = 0, удовлетворяющие при т] = т)х краевому условию (189)
и при ч)=г)0—краевому условию (189), если заменить ф (J-) и

г|> (I) величинами ф0 <g) и г|>0 (g).
Эта задача в силу (118') эквивалентна первой основной задаче

осесимметричнои теории упругости для параболического слоя с

9бразующими полупараболами т| = ц1г О <; g < оо, и т] = rj0,

0<g-<oo. Берем функцию Ф1 (г) в виде суммы правых частей

равенств (180), (185), функцию ¥j (г)—в виде этой же суммы,
заменяя А (г) и В (г) величинами А* (г) и 5* (г). Приходим к

системе четырех линейных дифференциальных уравнений первого
порядка. Первые два уравнения этой системы получаются из

равенств (192) добавлением в их левых частях соответственно левых

частей равенств (196) при замене ^0 величиной %, остальные — из

равенств (196) добавлением в их левых частях соответственно левых

частей равенств (192) при замене г)! величиной г\0. Таким образом,
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решение поставленной задачи сводится к решению указанной
системы четырех линейных дифференциальных уравнений первого

порядка с неизвестными функциями А (г), Л* (г) и В (г), В* (г),

удовлетворяющими соответственно условиям (380), (38Г) гл. 2.

§ 6. РЕШЕНИЕ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ
ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ СИСТЕМЫ КРУГОВОГО И КОЛЬЦЕВОГО ШТАМПОВ
МЕТОДОМ ^-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Контактная задача осесимметричной теории упругости о

действии кругового или кольцевого штампа или системы кругового и

кольцевого штампов на упругое полупространство изучалась
многими исследователями [100—102, 171, 191—199, 16]. В случаях
одного кругового штампа и одного кольцевого штампа с

бесконечным внешним радиусом (при отсутствии трения и сцепления) задача

^решается в явном виде [100—102, 171, 192, 195].
При действии двух штампов или одного кольцевого штампа

с конечным внешним радиусом решение задачи в явном виде

не получается [194, 196—199]. Самой простой следует считать задачу
о действии системы кругового и кольцевого с бесконечным
внешним радиусом штампов. Решение этой задачи [197] при помощи
классических интегральных преобразований сводится к решению
одного весьма простого интегрального уравнения Фредгольма второго
рода. В работе [16] при помощи^-аналитических функций показано,
что решение соответствующей задачи теории осесимметричного

потенциала сводится к решению интегрального уравнения
Фредгольма второго рода с непрерывным симметричным ядром

а

X (х) = со (х) + -L- j К (х, I) Я, (I) dt (198)
о

где а (х) — заданная функция от х (0 < х < а),

(199)
а — радиус кругового штампа, Ь — внутренний радиус кольцевого
штампа. Этот результат о решении краевой задачи теории
осесимметричного потенциала применен в работе [195] к задаче о системе

кругового и кольцевого с бесконечным внешним радиусом штампов.

При этом также рассмотрен вопрос о приближенном решении
интегрального уравнения (198).

Рассмотрим с помощью метода /^аналитических функций [113]
решения задачи о кольцевом штампе и задачи о системе кругового
и кольцевого штампов, не предполагая, что внешний радиус
кольцевого штампа равен бесконечности,
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< Предположим, что на упругое полупространство у > 0 при
отсутствии трения и сцепления действует система двух осесиммет-

ричных штампов: кругового штампа с радиусом Ъх и кольцевого

штампа с внутренним радиусом а2 и внешним радиусом Ъ2 (0 < Ьг <
< а2 < Ь2 < оо). Пусть также

У = % (*), *i (0) = 0, 0 < х< Ь19 у = t|>a (х), t|>2 (а^ = О,

являются уравнениями образующих первого (кругового) и второго
(кольцевого) штампов, г^ (х) и \|>а (х) —заданные функции от х9

непрерывные соответственно на отрезках [0, Ьг]9 [а29 Ь2\. Из
физических условий задачи при у = -f- 0 получаем равенства

т^ = 0 (0<*<оэ), оу = 0 (b1<x<a2t Ь2<х<оо), (200)

ш = А/ + ypi (*), af<cx<bh /=1,2, ^ = 0,

где Л/ (/ = 1» 2) — заданные вещественные постоянные. Применяем
основные формулы осесимметричной теории упругости (107), (108),
считая, что

Q(0,*/) = 0, S(09y) = 09 У>0. (201)
На основании первого из условий (200) с учетом (107), (108) получаем

Р (х, 0)-Р (0, 0) = R (х, 0) - R (0, 0),

Д(х, 0) = Р(х9 0) + Cv S(x9 0) = Q(x9 0),
где Сг — постоянная. Из формул (107), (108) следует, что

изменению значений Р (0, 0) и R (0, 0) охУгветствует жесткое смещение

полупространства в направлении оси у. Поэтому можно считать

Ф (г) == Ч? (г). Основные формулы (107), (108) принимают вид

2li(w-iU) = kO>(z)-2y-^-+<l)(z)9
/? +И* = [ф(г)+ 2^-^-5(2)^-211^^.

(202)

Из условий (200) получаем равенства

Р+(х90)~Ф,(х)~Н, + Ч,(х)9 ai<X<bi9 / = 1;2,

Q(0,*/) = 0, 0<^<оо,

Q+(x9 0) =- с19 b1<x<а29 Q+ (х9 0) = сх + с29 Ь2<х< оо.

(203)
Здесь в соответствии с (202)

▼/(*)- 2^ТТТ*/<*>• .«/<*<*/../"-!. 2,

Я/ = 2^ТТТ^ с/=1й-рь /-!.*. (204)
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где Рх и Р2 — прижимающие силы первого (кругового) и второго

(кольцевого) штампов. Считая, что функция Ф (г) = f (z) дг-анали-

тически продолжена через интервал вещественной оси (blt а2),
и вводя обозначение

ф(г) = Р(х, у) + iQ(x, у) =/(г) = и (х, у) + iv(x, у),

для ее определения получаем краевую задачу 6 комплексном дг-ана-

литическом потенциале (440), (441), (442) гл. 2.

Таким образом, искомая функция Ф (z) = f(z) определяется
каким-либо из равенств (458), (458'), (485) гл. 2, где U2 (X) (щ <
< X < Ьг) — решение интегрального уравнения (480) гл. 2,
числовой параметр у2 и функция 11г (X) (0 <z А, < Ьх) определяются
соотношениями (479), (461) гл. 2, а прижимающие силы Р1 и Р2 первого
и второго штампов — равенствами (457), (457') гл. 2 и второй парой
соотношений (204).

Отметим некоторые частные случаи полученного решения задачи
о системе кругового и кольцевого штампов.

1. Пусть Ьх = 0, т. е. на верхнее полупространство действует
один кольцевой штамп. В этом случае в интегральном уравнении

(480) гл. 2 S (К) = 0, А = 0, в уравнениях (480), (480') гл. 2 Fx (£) =
= 0 и в равенствах (479), (485) гл. 2 соответственно А = 0, Ux (t) = 0.

2. Если на полупространство действует один круговой штамп,
то вместо соотношений (459) — (462) гл. 2 при 0 < х, Л < Ьх
получаем

х а,

(205)
Искомая дг-аналитическая функция Ф (г) = / (г) записывается

в виде уравнения (480) или (480') гл. 2 при условии, что F2 (£) = 0,
у2 = 0, или в виде

ь\

Нг) = u(xt у) + Щх, у) = |{Re VxJ(t_iy)i +

+ 'Im [у^-ад. + l}} tU* W d/' *> °- (206)

Прижимающая сила/^в соответствии с формулой (457) гл. 2, а также

(204), (205) определяется равенством

о о L о
* J
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или

о V {

Равенство (207) выражает вполне определенную зависимость между
прижимающей силой Рг и просадкой штампа hx.

3. В случае одного' кольцевого штампа с бесконечным внешним

радиусом (Ьх = 0, ^ = 0, Ь2 = оо) краевая задача (203) совпадает

со случаем «в» краевой задачи об ^-аналитическом потенциале

(гл. 2, § 9) и ее решение Ф (г) = / (г) получается в явном виде —

равенство (503) гл. 2 — при условии, что v (х\ 0) определяется через

Ф2 (*) равенством (500) гл. 2.
4» В случае системы кругового и кольцевого с бесконечным

внешним радиусом штампов (Ь2 = оо) задача совпадает со случаем
«г» задачи о комплексном ^-аналитическом потенциале (гл. 2, § 9)
и ее решение Ф (z) = f (z) получается в виде равенства (445) гл. 2

при условии, что / {г) определяется равенством (504) гл. 2; X (х) —

решение интегрального уравнения (506) гл. 2, ц* (*), w(x)f &i(x)
и Ф2 (х) определяются равенствами (505), (508) — (510) гл. 2.
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